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[1]の §4を読んで，同 §2, 3の一部を再構成しただけの話。� �

� �

定義 1. 集合族 Π = {In}n∈ω が interval partition であるとは，それが，ω の，ω 個の有限区間へ

の分割であることをいう．区間の番号は 0 から始めて左側から割り振り，In = [in, in+1) のように書

く．Interval partition 全体の集合を IP と書く．Π = {In}n∈ω,Σ = {Jk}k∈ω ∈ IPについて，Πが Σを

dominateする (記号：Σ ⊑∗Π)とは，∀∞n∃k (Jk ⊆ In)であることをいう．

以下に現れる記法や用語の定義は [1]の §4を参照．� �

� �
定理 2.

(i) d = min
{
|D| : D ⊆ IP & ∀Σ ∈ IP∃Π ∈ D (Σ ⊑∗Π)

}
.

(ii) b = min
{
|B| : B ⊆ IP & ¬∃Σ ∈ IP∀Π ∈ B (Π ⊑∗Σ)

}
.

Proof. まず定義を確認する．(i)について，左辺の dとはD := ⟨ωω, ωω,⩽∗⟩とした時の ∥D∥のこと．右辺は，
ちょうどD′ := ⟨IP, IP,⊑∗⟩とした時の ∥D′∥になっている．(ii)について，左辺の bとはB := ⟨ωω, ωω, ̸⩾∗⟩
とした時の ∥B∥のことで，B = D⊥ となっているので，これはまさに ∥D⊥∥のこと．右辺はまさに ∥D′⊥∥
のこと．

さて，Galois-Tukey connectionに関する基本的な事実より*1，両向きの射*2

⟨φc, φr⟩ = φ : D ⇄ D′ : ψ = ⟨ψc, ψr⟩ (1)

が存在することを示せば (i)が示されたことになる．しかも，これら 2つの射が構成されたら，dualityより

∥D⊥∥ = ∥D′⊥∥となり*3，(ii)も示せたことになる．したがって，式 (1)の 2つの射を構成すれば (i)(ii)を示

せたことになる．以下で 2つの射 φ,ψ を構成する．

*1 Galois-Tukey connectionに関する基本的な事実 …… ノルムは反変函手．つまり，射 φ : D → D′ が存在すれば ∥D∥ ⩾ ∥D′∥．
*2 cは challenge, rは responseのつもり．
*3 dualityより …… 射 φ : D → D′ があれば，dualityより φ⊥ : D′⊥ → D⊥ がある．よって ∥D′⊥∥ ⩾ ∥D⊥∥となる．さらに，射
ψ : D′ → Dがあれば，dualityより ψ⊥ : D⊥ → D′⊥ がある．よって ∥D⊥∥ ⩾ ∥D′⊥∥となる．したがって ∥D⊥∥ = ∥D′⊥∥．

1



φ : D → D′ の構成 φ = ⟨φc, φr⟩が満たすべきは，φc : IP → ωω, φr :
ωω → IP，そして

∀Σ ∈ IP∀g ∈ ωω (φc(Σ) ⩽∗g =⇒ Σ ⊑∗φr(g)) (2)

である．Σ = {In}n∈ω ∈ IPおよび g ∈ ωω に対し，φc(Σ)および φr(g)を以下に定義する：{
φc(Σ) = fΣ : ω → ω, where fΣ(x) := i2+µn(x∈In) − 1, (3)

φr(g) = Πg = {Jn}n∈ω ∈ IP, where j0 = 0, jn+1 = 1 +max{jn, g“[0, jn]}. (4)

このように定めると*4，明らかに次が満たされる*5：{
fΣ(x) = “x が属する区間の次の区間の右端点”，つまり x ∈ In なら fΣ(x) = in+2 − 1, (5)

x ⩽ jn なら g(x) < jn+1. (6)

この φ = ⟨φc, φr⟩ が式 (2) を満たすことをみるために，Σ = {In}n∈ω ∈ IP, g ∈ ωω を任意に取り，

fΣ ⩽∗g を仮定する [want: Σ ⊑∗Πg，つまり，Πg = {Jn}n∈ω と書いたときに，∀∞n∃k (Ik ⊆ Jn)]．n ∈ ω

を十分大きくとる*6．jn ∈ Ik−1 なる k がとれる．この k が望みのものであることを見る．jn ∈ Ik−1 な

ので，fΣ = φc(Σ) の定め方より fΣ(jn) = ik+1 − 1 である．仮定より，十分大きい点で fΣ ⩽ g なので，

fΣ(jn) ⩽ g(jn) ⩽ jn+1 − 1 である (2 番目の不等号は，Πg = φr(g) の定め方から x ⩽ jn → g(x) < jn+1

となることによる)．以上をまとめると jn < ik ⩽ ik+1 − 1 = fΣ(jn) ⩽ jn+1 − 1となり，Ik ⊆ Jn となる．

ψ : D′ → Dの構成

ψ = ⟨ψc, ψr⟩ = ⟨φr, φc⟩ が望みのものである．示すべきは ∀g ∈ ωω ∀Σ ∈ IP (Πg ⊑∗Σ =⇒ g ⩽∗fΣ) で

ある．g ∈ ωω, Σ = {In}n∈ω ∈ IPを任意に取り，Πg ⊑∗Σを仮定する．Πg = {Jn}n∈ω と書く．g ⩽∗fΣ を

示すため，x を十分大きくとる*7．何らかの n に対して x ∈ In である．仮定より ∀∞m ∃k (Jk ⊆ Im) なの

で，特に m = n + 1 として，Jk ⊆ In+1 なる Jk ∈ Πg を得る．x < in+1 ⩽ jk なので，Πg の定め方から

g(x) < jk+1 である．よって，fΣ の定め方から g(x) ⩽ jk+1 − 1 ⩽ in+2 − 1 = fΣ(x) となり，示せた．

*4 jn+1 = 1+max(g“[0, jn])としてしまうと，{Jn}n∈ω が int. part.にならなくなる可能性がある．例えば，g = 0 (const.)な
ら j0 = 0, j1 = 1, j2 = 1となってしまう．

*5 むしろ以下の性質が満たされるということが重要なのであって，φの定義の子細は重要でない．
*6 この議論は次のように正当化される：まず，示すべきことを正確に書くと ∃n0 ∈ ω ∀n ⩾ n0 ∃k (Ik ⊆ Jn)である．fΣ ⩽∗g なの
で，ある x0 ∈ ω が存在して ∀x ⩾ x0 (fΣ(x) ⩽ g(x)) である．n ∈ ω を取るごとに，jn ∈ Ik−1 なる k が一意に定まる．明ら
かに，nがある値 n0 以上であるとき，jn に対応する ik は必ず ⩾ x0 となる．そこで，“n ∈ ω を十分大きくとる”というのは，
“n ⩾ n0 とする”の意．

*7 この議論は次のように正当化される：Πg ⊑∗Σを正確に書くと，∃n0 ∀n ⩾ n0 ∃k (Jk ⊆ In)である．x0 を，x0 ∈ In0 なるもの
とする．すると，x ⩾ x0 なら，ある n ⩾ n0 が存在して x ∈ In となり，以下の議論が通る．
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定義 3. (i) X ⊆ ω が Y ∈ [ω]ω を splitする (記号：X sp Y ) :⇐⇒ |Y ∩X| = |Y \X| = ω.

(ii) X spop Y :⇔ Y sp X.

(iii) S := ⟨[ω]ω,P(ω), spop ⟩, R := S⊥.

(iv) s := ∥S∥ (splitting number), r := ∥R∥ = ∥S⊥∥ (reaping number).

これらを explicitに書くと，{
s := min

{
|S| : S ⊆ P(ω) & ∀X ∈ [ω]ω ∃Y ∈ S (Y sp X)

}
, (7)

r := min
{
|R| : R ⊆ [ω]ω & ¬∃X ⊆ ω ∀Y ∈ R (X sp Y )

}
. (8)� �

� �系 4. s ⩽ d.

Proof. 定理 2により，D′ = ⟨IP, IP,⊑∗⟩から S = ⟨[ω]ω,P(ω), spop ⟩ への射 φ = ⟨φc, φr⟩を構成すればよ
い*8．X ∈ [ω]ω および Π = {In}n∈ω ∈ IPに対し，φ = ⟨φc, φr⟩を以下に定義する：

φc(X) = {Jn}n∈ω ∈ IP, where j0 = 0, jn+1 = min
{
k : (jn, k] ∩X ̸= ∅

}
(9)

φr(Π) =
⊔
n∈ω

I2n. (10)

このように定めると，各 Jn は X の元を少なくとも一つ (実はちょうど一つ)持つ*9．示すべきは

∀X ∈ [ω]ω ∀Π ∈ IP (φc(X) ⊑∗Π =⇒ φr(Π) sp X) (11)

である．これを示すために，X ∈ [ω]ω, Π = {In}n∈ω を任意に取り，φc(X) = {Jn}n∈ω と書くことにす

る．∀∞n ∃k (Jk ⊆ Ik) を仮定する．すると，明らかに
⊔

n∈ω I2n (= φr(Π)) も
⊔

n∈ω I2n+1 (= ω \ φr(Π))

も X の点を無限個含む．したがって，X ∩ φr(Π) も X \ φr(Π) = X ∩ (ω \ φr(Π)) も無限である．よって

φr(Π) sp X．� �
� �系 5. b ⩽ r.

Proof. 系 4の証明より，射 φ : D′ → Sが存在する．Galois-Tukey connectionに関する基本的な事実よ

り*10，b = ∥D⊥∥ = ∥D′⊥∥ ⩽ ∥S⊥∥ = rとなる．
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