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補題 1. Pがすべての基数を保存するならば，∀α < o(M)
(
ℵM
α = ℵM [G]

α

)
.

Proof. 帰納法による．α = 0 に対しては明らか．極限順序数 η について，帰納法の仮定として ξ < η で

成り立っているとする．sup (=
∪
) の絶対性より，ℵM

η = supξ<η ℵM
ξ = supξ<η ℵ

M [G]
ξ = ℵM [G]

η ．後続順序

数について．帰納法の仮定として ℵM
α = ℵM [G]

α を仮定する．min (=
∩
) の絶対性より，ℵM

α+1 = min{κ >

ℵM
α : Card(κ)M} = min{κ > ℵM [G]

α : Card(κ)M [G]} = ℵM [G]
α+1 なのでよい．ここで，中央の “=” につい

て，β ∈ {κ > ℵM
α : Card(κ)M} ⇐⇒ β > ℵM

α ∧ Card(β)M ⇐⇒ β > ℵM [G]
α ∧ Card(β)M [G] ⇐⇒

β ∈ {κ > ℵM [G]
α : Card(κ)M [G]} からよい．ここに，帰納法の仮定 ℵM

α = ℵM [G]
α および基数の保存の仮定

Card(β)M ↔ Card(β)M [G] を用いた．

注意 2. (1) 「基数の保存」と「濃度の保存」は異なる．Pが基数を保存するからといって，cM = cM [G] と

は限らない*1．これは，cは ωの「冪集合」の「濃度」として定義され，それがどのアレフに対応するか

はモデルに依存するから．例えば，(c = ℵ1)
M , (c = ℵ2)

M [G] ということも起こり得て，たとえ基数を

保存するとしても，というか基数を保存することが仇となって，cM = ℵM
1 = ℵM [G]

1 < ℵM [G]
2 = cM [G]．

(2) 前述の通り，すべての基数を保存するならばアレフ系列は必ず一致する．しかし，例えば “ℵ2 以上の基

数を保存する”とだけ言った場合，アレフ系列が一致するとは限らない．というのも，M の ℵ1 が潰さ

れてM [G]での可算順序数になり，M の ℵ2 がM [G]の ℵ1 になった場合，アレフ系列が有限のところ

で 1だけズレて，すべての 1 ⩽ n < ω について ℵM
n+1 = ℵM [G]

n となる*2． □

定理 3. M |= ZFC: ctmとし，κ = ℵM
α & λ = ℵM

β , α, β < o(M)とする．

さらに (ℵ0 ⩽ λ < κ & Reg(λ) & κλ = κ & 2<λ = λ)M を仮定し，P := Fnλ(κ× λ, 2)M と定める．このと

き，ある P-generic拡大M [G]が存在して (2λ = κ)M [G] が成り立つ．

Proof. Rasiowa-Sikorskiの補題を用い，(M,P)-generic filter Gを勝手に取り固定する．

Pはすべての基数を保つ I := κ× λ, J := 2 ∈ M として「集合論ノート 0014」*3 の主定理を適用せよ*4．

(2λ ⩾ κ)M [G] F :=
∪
Gと定める．明らかに F ∈ M [G]である．

*1 というか，我々の目標は cM ̸= cM [G] なるモデルM [G]を作ること．
*2 だから，アレフベースで話が進められるのは特殊な場合だけであって，アレフベースで議論を進めるのはあまり良くないのかも...
*3 http://elecello.com/doc/set/set0014.pdf

*4 ここでは，κ, λ の基数演算に関する性質が用いられる．
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Claim 1. F : κ× λ
onto−−−→ 2．

[∵] I, J ∈ M を上の通りとする．(|I| = κ > λ, J ̸= ∅)M に注意する．《F が函数で dom(F ) ⊆
I, rng(F ) ⊆ J であること》Gの filter性より，各 p, q ∈ Gは函数として両立する．よって，Gに

属する函数 (のグラフ)たちを張り合わせたものである F は再び函数 (のグラフ)である．各 p ∈ G

に対して dom(p) ⊆ I, rng(p) ⊆ J なので，dom と rng については明らか．《dom(F ) = I》 各

i ∈ I に対し Di := {q ∈ P : i ∈ dom(q)} ∈ M とする．各 Di は Pで denseである．何となれば：

p ∈ Pを勝手に取る．i ∈ dom(p)なら，q := pを証拠に q ⩽ q, q ∈ Di なので OK．i /∈ dom(q)

とする．J ̸= ∅なので，何らかの j0 ∈ J が取れる．q := p ∪ {⟨i, j0⟩}とすれば，(|q| < λ)M より

q ∈ Pで，q ⩽ p, p ∈ Di なので OK．I ⊆ dom(F )を示すために i ∈ I とする．Gの genericity

より，元 q ∈ G ∩Di が取れる．i ∈ dom(q) ⊆ dom(F )なので OK．《rng(F ) = J》 各 j ∈ J に

対し Rj := {q ∈ P : j ∈ rng(q)} ∈ M とする．各 Rj は Pで denseである．何となれば：p ∈ P
を勝手に取る．j ∈ rng(p)なら，q := pを証拠に q ⩽ q, q ∈ Rj なので OK．j /∈ rng(q)とする．

(|I| > λ > |dom(p)|)M なので，i0 /∈ dom(p)なる i0 ∈ I が取れる．q := p ∪ {⟨i0, j⟩}とすれば，
(|q| < λ)M より q ∈ Pで，q ⩽ p, p ∈ Rj なので OK．J ⊆ dom(F )を示すために j ∈ J とする．

Gの genericityより，元 q ∈ G ∩Rj が取れる．j ∈ rng(q) ⊆ rng(F )なので OK． □(Claim 1)

いま，κ = (ℵα)
M = (ℵα)

M [G] であることに注意．以下，M [G]で議論する．κ個の函数列 ⟨χδ : δ < κ⟩を，
χδ : λ → 2, χδ(ξ) = F (δ, ξ)で定める〔インフォーマルには，Gが「κ個の『λの部分集合』」をコーディング

していると考える (各 χδ を λの部分集合の特性函数と捉えよ)．χたちが本当に κ個あることを見るには，こ

れらが互いに異なることを示さねばならない〕．

Claim 2. ∀γ, δ < κ (γ ̸= δ → χγ ̸= χδ)．

[∵] 各 γ, δ < κ, γ ̸= δ に対し，

Dγδ := {p ∈ P : ∃ξ < λ (⟨γ, ξ⟩, ⟨δ, ξ⟩ ∈ dom(p) & p(γ, ξ) ̸= p(δ, ξ))}

と定めると，各Dγδ は Pで denseとなる．何となれば：q ∈ Pを勝手に取る．|dom(q)| < λなの

で，ある ξ0 ∈ λが存在して ⟨γ, ξ0⟩, ⟨δ, ξ0⟩ /∈ dom(q)が成り立つ．p := q∪{⟨⟨δ, ξ0⟩, 0⟩, ⟨⟨γ, ξ0⟩, 1⟩}
と定めよ．p ∈ Pで p ⩽ q となる．ξ = ξ0 を証拠に p ∈ Dγδ である．

Gの genericityより，元 r ∈ G ∩Dγδ が取れる．r ∈ Gより r ⊆ F で，r は F の dom(r)への制

限である．r ∈ Dγδ より，ある ξ1 < λが存在して ⟨γ, ξ1⟩, ⟨δ, ξ1⟩ ∈ dom(r), r(γ, ξ1) ̸= r(δ, ξ1)が

成り立つ．よって，χγ(ξ1) = F (γ, ξ1) = r(γ, ξ1) ̸= r(δ, ξ1) = F (δ, ξ1) = χδ(ξ1)となり，χγ ̸= χδ

を得る． □(Claim 2)

Claim 2 より，F :=
{
{ξ ∈ λ : χδ(ξ) = 1} : δ < κ

}
⊆ P(λ) とすれば |F| = κとなる．したがって κ ⩽ 2λ

を得る*5．

(2λ ⩽ κ)M [G] P = Fnλ(κ× λ, 2)M であった．

M で： λ ⩾ ℵ0 より，「集合論ノート 0012」*6 から P : (|J |<λ)+-ccを得る．仮定より (|J |<λ)+ = (2<λ)+ =

λ+ なのだから，結局 Pは λ+-ccをもつ．

|P| について．|P| = κ である．何となれば：一点函数を考えれば明らかなように，|P| ⩾ κ である．逆に

*5 こちら向き，すなわち “(2λ ⩾ κ)”の証明には，κ, λの基数計算に関する仮定はほとんど用いられていない．
*6 http://elecello.com/doc/set/set0012.pdf
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|P| ⩽ κを示す．まず，domainの定め方が |[κ× λ]|<λ = |κ× λ|<λ = κ<λ ⩽ κλ = κ通り．そのそれぞれに

ついて，値の定め方が高々 2<λ = λ通り．よって，|P| ⩾ κ · λ = κを得る．

以上より，λ̌の部分集合の nice nameの総数は高々 |P|| dom(λ̌)|·λ = κλ·λ = κλ = κ個以下である (「集合論

ノート 0013」*7)．これらすべての「λ̌の部分集合の nice name」を並べ上げ，{ϑξ : ξ < κ} ∈ M とする．そ

の上で，f̊ :=
{
⟨op(ξ̌, ϑξ),1⟩ : ξ < κ

}
∈ M と定める．

M [G]で： (必要に応じて “M [G] |=” を明記することもある) f̊G = {⟨ξ, ϑG
ξ ⟩ : ξ < κ} である．よっ

て f̊G は函数 f̊G : ξ 7→ ϑG
ξ , (ξ < κ) になっている．κ = (ℵα)

M = (ℵα)
M [G] に注意．『任意の s を取り，

M [G] |= s ∈ P(λ)を仮定する．M [G]の推移性より s ∈ M [G]．よって，ある σ ∈ MP が存在して s = σG

が成り立つ．σ, λ̌ ∈ MP なので，Nice Name Lemma (「集合論ノート 0013」*8) により，ある「λ̌の部分集合

に対する nice name」ϑ ∈ MP が存在して 1 ⊩ σ ⊆ λ̌ → σ = ϑ が成り立つ．ここで，λ̌ の部分集合に対す

る nice nameは整列されていたから，ある ξ < κが存在して 1 ⊩ σ ⊆ λ̌ → σ = ϑξ が成り立つ．真理補題よ

り，M [G] |= s ⊆ λ → s = ϑG
ξ である．M [G] |= s ⊆ λ を仮定していたので，M [G] |= s = ϑG

ξ ，すなわち

M [G] |= f̊G(ξ) = sである．』以上『』の議論より，M [G] |= s ∈ P(λ) → ∃ξ < κ (f̊G(ξ) = s)が成り立つ．

すなわち，M [G] |= rng(f̊G) ⊇ P(λ)である．両辺の濃度を考えれば，M [G] |= κ ⩾ | rng(f̊G)| ⩾ 2λ となり，

所望の結果を得る．
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