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本稿では，特に断りの無い場合，M は ZFCの ctm，Pは posetとし，P ∈M を仮定する．また，τG の G

は省略することもある．

定義 1. Card(λ)M なる λに関して，

(1) Pが λ以下の基数を保つ

:⇐⇒ ∀G : (M,P)-generic ∀β < o(M)
[
β ⩽ λ→

(
Card(β)M ↔ Card(β)M [G]

)]
. (1)

(2) Pが λ以下の共終数を保つ

:⇐⇒ ∀G : (M,P)-generic ∀ limit γ < o(M)
[
cfM (γ) ⩽ λ→

(
cfM (γ) = cfM [G](γ)

)]
. (2)

各条件の “β ⩽ λ →”, “cfM (γ) ⩽ λ →”を取り払った場合，(すべての)基数を保つ，(すべての)共終数を保

つ，という． □

注意 2. 式 (1) の “←” は常に成り立つ．なぜならば，Card(·) は Π1 論理式であるから，下向き (M [G] か

らM)に相対化するため．また，式 (2)の “⩾”は常に成り立つ．なぜならば，⊆, sup, typeのM やM [G]に

対する絶対性より，cfM (γ) = min{type(X) : X ⊆ γ ∧ supX = γ ∧X ∈M}, cfM [G](γ) = min{type(X) :

X ⊆ γ ∧ supX = γ ∧X ∈M [G]}であるが，M からM [G]へとX の捜索範囲が広がった分，最小値として

は落ちるため． □

補題 3.

Pが共終数を保つ ⇐⇒ ∀G : (M,P)-generic ∀ limitβ < o(M)
[
β > ω →

(
Reg(β)M → Reg(β)M [G]

)]
.

Proof. (=⇒) 右辺を示すために，(M,P)-generic filter G，(ω <) β < o(M) : lim を取り，Reg(β)M を

仮定せよ．Reg(β)M より cfM (β) = β である．今，β < o(M) : lim であり，P は共終数を保つので，
cfM (β) = cfM [G](β)を得る．したがって cfM [G](β) = β，つまり Reg(β)M [G] である．

(⇐=) 左辺を示すために，(M,P)-generic filter G，γ < o(M) : lim を固定せよ．β := cfM (γ) とす

る (want: β = cfM [G](γ))．まず，Reg(β)M [G] を導く．β = ω の場合は明らか．β > ω の場合，極

限順序数の共終数は正則なので，Reg(β)M である．このことと ω < β < o(M) を合わせて，仮定か

ら Reg(β)M [G] となるのでよい．したがって，cfM [G](β) = β である．さて，β = cfM (γ) であるから
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M |= ∃X (X ⊆ γ ∧ supX = γ ∧ type(X) = β) が成り立っている．このような X ∈ M を固定する．

⊆, sup, type のM に対する絶対性より，X ⊆ γ ∧ supX = γ ∧ type(X) = β が (V で) 成り立つ．ZFC で

“Y ⊆ δ ∧ δ : lim∧ supY = δ =⇒ cf(δ) = cf(typeY )”が証明できる．そこで Y, δ として X, γ ∈ M [G]を取

れば，M [G] |= ZFCや typeの絶対性などに注意して cfM [G](γ) = cfM [G](typeX) = cfM [G](β) = β となる

のでよい．

補題 4. Pが共終数を保てば，Pは基数を保つ．

Proof. G : (M,P)-generic，および κ < o(M) を取り固定する．Card(κ)M ↔ Card(κ)M [G] を言えばよい

が，注意 2 により “←” はよいので，“→” を示す．κ は，M で (0): κ ⩽ ω であるか，(1): Reg(κ) である

か，(2): κ は極限基数であるか，のいずれかである．ただし，これらは排反ではない．(0) なら結果は明ら

か．そこで (1) と (2) で場合分け．(1): Reg(κ)M のとき．κ < o(M) : lim，cfM (κ) = κ であり，P が共終
数を保つことから，Reg(κ)M ⇐⇒ cfM (κ) = κ ⇐⇒ cfM [G](κ) = κ ⇐⇒ Reg(κ)M [G] となる．よっ

て Reg(κ)M [G] が従う．よって Card(κ)M [G] を得る*1．(2): (κが極限基数)M のとき．ZFC で “κ が極限

基数ならば κ = sup{α < κ : Reg(α)}” が成り立つ*2ので，(κが極限基数)M =⇒ M |= κ =
∪
{α < κ :

Reg(α)} =⇒ M [G] |= κ =
∪
{α < κ : Reg(α)} =⇒ Card(κ)M [G]．2 つ目の含意は，(1) で指摘したよう

に，この状況下で正則性が保たれる，つまり Reg(α)M ⇐⇒ Reg(α)M [G] であることによる．最後の含意は，

Reg(α)より Card(α)であり，基数の集合の supは再び基数になることによる．

系 5. ∀G : (M,P)-generic ∀ limitβ < o(M)
[
β > ω →

(
Reg(β)M → Reg(β)M [G]

)]
ならば，Pはすべての

共終数とすべての基数を保つ．

定義 6. *3*4*5

(1) Pが λ-distributive である

:⇐⇒ ∀δ < λ ∀⟨Dξ : ξ < δ⟩ : family of dense open subset of P

∩
ξ<δ

Dξ: dense open

 . (3)

(2) Pが λ-closed である

:⇐⇒ ∀δ < λ ∀⟨pξ : ξ < δ⟩ : 広義単調減少 ∃q ∈ P ∀ξ < δ (q ⩽ pξ). (4)

□

補題 7. λ-closedならば λ-distributive*6．

*1 ZFCで，“正則順序数は基数”が成り立つから，そのモデルであるM [G]でも成り立つ．
*2 κ は極限基数なので，ある η : lim を用いて κ =

∪
ξ<η ℵξ と書ける．この η を固定せよ．β ∈ sup{α < κ : Reg(α)} なら

ば，∃α < κ (β ∈ α ∧ Reg(α))．Reg(α) なので Card(α) である．このことと α < κ より，ある ξ < η が存在して α = ℵξ

と書ける．よって β ∈ κ である．逆に β ∈ κ とする．∃ξ < η (β ∈ ℵξ) である．後続基数は正則なので，α = ℵζ+1 を証拠に
∃α < κ (β ∈ α ∧ Reg(α)) となる．よって β ∈ sup{α < κ : Reg(α)}を得る．

*3 文献によって，δ < λだったり等号を含んで δ ⩽ λだったりするので注意．ややこしや～
*4 広義単調減少とは α < β → pα ⩾ pβ のこと．
*5 D ⊆ Pが openとは，D が下に閉じていること．つまり q ⩽ p ∈ D → q ∈ D であること．
*6 逆は言えないらしい．[6] 問 6.16.
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Proof. Pを λ-closedな posetとする．λ-distributivityを示すために，δ < λを固定し，Pの dense open部

分集合族 ⟨Dξ : ξ < δ⟩ を任意に取る．D :=
∩

ξ<δ Dξ とする．Openness を示すために q ⩽ p ∈ D とする．

∀ξ < δ (p ∈ Dξ) であり，各 Dξ は open なので，∀ξ < δ (q ∈ Dξ)，つまり q ∈ D．Density を示すために

p ∈ Pを勝手に取る (want: q ⩽ pなる q ∈ D を見つける)．Pの元の δ-列 ⟨pξ : ξ < δ⟩を，超限再帰によって
次のように定める：p0 := p， pξ+1 ⩽ pξ (pξ+1 ∈ Dξ)， for limit η < δ, pη is s.t. ∀ξ < η (pη ⩽ pξ)．後続順

序数の段でこのような pξ+1 が取れるのはDξ の densityにより，極限順序数の段でこのような pη が取れるの

は Pが λ-closedであることによる．⟨pξ : ξ < δ⟩が完成したら，再び λ-closednessを用いて ∀ξ < δ (q ⩽ pξ)

となるように q ∈ P を取る．各 Dξ の openness より ∀ξ < δ (q ∈ Dξ) なので q ∈ D である．q ⩽ p は当

然*7．

例 8. Reg(λ)ならば，Fnλ(I, J) は λ-closed．ゆえに λ-distributive．

Proof. 与えられた δ < λ および ⟨pξ : ξ < δ⟩に対し，q :=
∪

ξ<δ pξ とせよ．q は鎖 p0 ⊆ p1 ⊆ p2 ⊆ · · · の和
なので，ちゃんと函数になっている．また，qは濃度< λの集合の< λ個の和なので，λの正則性より |q| < λ

となり，サイズも良い．∀ξ < δ (q ⊇ pξ)は明らか．

補題 9. ω < λ < o(M)とする．

∀δ < λ
(
δλ ∩M [G] = δλ ∩M

)
=⇒

{
∀β ⩽ λ

(
Card(β)M ↔ Card(β)M [G]

)
∀ limit γ ⩽ λ

(
cfM (γ) = cfM [G](γ)

)
.

(5)

Proof. まず上について．対偶を示す．

¬Card(β)M [G] ⇐⇒ ∃δ < β ∃f ∈ δλ ∩M [G] (f : δ
onto−−−→ β)

⇐⇒ ∃δ < β ∃f ∈ δλ ∩M (f : δ
onto−−−→ β) ⇐⇒ ¬Card(β)M .

(6)

下について，注意 2より “⩾”は明らかなので “⩽”を示す．β := cfM [G](γ)とおく (want: cfM (γ) ⩽ β)．

cfM [G](γ) = β =⇒ cfM [G](γ) ⩽ β

=⇒ ∃f ∈ δλ ∩M [G] (f : β → γ ∧ sup(rng f) = γ)

=⇒ ∃f ∈ δλ ∩M (f : β → γ ∧ sup(rng f) = γ) =⇒ cfM (γ) ⩽ β.

(7)

補題 10. (P : λ-distributive)M かつ A,E ∈M かつ (|A| = δ < λ)M ならば，AE ∩M [G] = AE ∩M .

Proof. まずは Aが順序数 δ 自身である特別な場合について片付ける．仮定のもとで，f ∈ δE ∩M [G]→ f ∈
δE ∩M を示せばよい (逆は明らか)．f ∈ δE ∩M [G]をとる．M [G] |= f : δ → E なので，真理補題より，あ

る p0 ∈ Gが存在して p0 ⊩ f̊ : δ̌ → Ě である．この p0 ∈ Gを固定する．各 ξ < δ に対し，

Eξ := {q ⩽ p0 : ∃e ∈ E (q ⊩ f̊(ξ̌) = ě)}, Dξ := {q ∈ P : q⊥ p0 ∨ q ∈ Eξ} (8)

と定める．定義可能性補題から Eξ, Dξ ∈M が従う．

*7 厳密には，δ が後続順序数のとき 1だけズレる．例えば，δ = ω + 2のとき，この方法で列 ⟨pξ : ξ < δ⟩を作った後に勝手に q を
選ぶと，q ∈ Dω+1 になってくれない．そのときは Dδ−1 の densityを用いて q ∈ Dδ−1 となるように q を選ぶ必要がある．ま
あこんな細かいことは気にせんでもええか...
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Claim 1. 各 ξ < δ について，(Eξ は dense open below p0)
M．

[∵] まず V で議論する*8．Density: p ⩽ p0 を任意に取る．拡大補題により，p ⊩ f̊ : δ̌ → Ě

である．すなわち，∀G : (M,P)-generic (p ∈ G → M [G] |= f : δ → E) である．いま，V で

ξ < δ なので，絶対性より，どんな generic 拡大 M [G] でも M [G] |= ξ < δ となる．これ

と合わせて ∀G : (M,P)-generic (p ∈ G → M [G] |= f : δ → E ∧ ξ < δ) である．これより

∀G : (M,P)-generic (p ∈ G → M [G] |= ∃x ∈ E (f(ξ) = x)) である．すなわち，p ⊩ ∃x ∈
Ě (f̊(ξ̌) = x)が成り立つ．したがって*9，ある q ⩽ p (q ∈ P)および e ∈ E が存在して q ⊩ f̊(ξ̌) =

ěが成り立つ．Eξ の定義より q ∈ Eξ である．Openness: q ⩽ p ∈ Eξ とする．ある e ∈ E が存在

して p ⊩ f̊(ξ̌) = ěだが，この eを証拠に，拡大補題より q ⊩ f̊(ξ̌) = ěとなるので q ∈ Eξ となり

よい．(M に属する Pの部分集合に関しては) densityや opennessはM に対して絶対的なので，

M でも成り立つ． □(Claim 1)

Claim 2. 各 ξ < δ について，(Dξ は dense open in P)M．
[∵] Density: p ∈ Pを任意にとる．p⊥ p0 なら，この pを証拠に p ⩽ p, p ∈ Dξ となるのでよい．

p⊥̸ p0なら，r ⩽ p, p0なる r ∈ Pがとれる．r ⩽ p0とEξ の p0以下の densityより，ある q ⩽ rが

存在して q ∈ Eξ となる．この qを証拠に q ⩽ p, q ∈ Dξ となるのでよい．Openness: q ⩽ p ∈ Dξ

とする．p⊥ p0 の場合，q⊥ p0 となる*10ので q ∈ Dξ である．p ∈ Eξ の場合，Eξ の opennessよ

り q ∈ Eξ，したがって q ∈ Dξ となるのでよい． □(Claim 2)

(P : λ-distributive)M なので，(D :=
∪

ξ<δ Dξ は dense open in P)M．したがってVでもDは dense open

in P である．G の genericity より G ∩ D ̸= ∅ なので，元 q ∈ G ∩ D がとれる．q, p0 は共に G の元な

ので，G の filter 性より q ⊥̸ p0 である．したがって，∀ξ < δ (q ∈ Eξ) が成り立つ．この q について，

(∀ξ < δ ∃e ∈ E (q ⊩ f̊(ξ̌) = ě))M なので，M の ACを用いて，各 ξ < δ に対して存在が保証される eを eξ

とせよ．(∀ξ < δ (q ⊩ f̊(ξ̌) = ěξ))
M である．g := {⟨ξ, eξ⟩ : ξ < δ}とせよ．つまり g : δ → E, g(ξ) = eξ で

g を定める．g ∈ M である．(M [G] |=) ∀ξ < δ [ f(ξ) = eξ = g(ξ)]なので f = g である．f = g ∈ M より

f ∈M を得る．

一般の A ∈M について．(|A| = δ)M なので，j ∈M, j : δ
1-1−−−→
onto

Aが取れる．f ◦ j : δ → E に上の結果を

適用すれば，f ◦ j ∈M を得る．したがって*11，f ∈M である*12．

定理 11. (λ ⩾ ℵ0)M , Reg(λ)M , (2<λ = λ)M , I, J ∈M, (|J | ⩽ λ)M , (P := Fnλ(I, J))
M とする．このと

き，Pはすべての共終数とすべての基数を保つ．

*8 但し，V での p ⊩ φと，M でのそれは一般に異なる．以下で p ⊩ φと書いた場合，それは正確にはM |= “p ⊩ φ”のこと．
*9 φ(x) ≡ “f̊(ξ̌) = x” とおく．Rasiowa-Sikorski の補題を用いて，p ∈ H なる (M,P)-generic filter H をとる．p ⊩ ∃x (x ∈

Ě ∧ φ(x))なので，真理補題よりM [H] |= ∃x (x ∈ ĚH ∧ φ(x))を得る．つまり，∃a ∈ M [H] (M [H] |= a ∈ ĚH ∧ φ(a))で
ある．a ∈ ĚH より，a = ěH なる ě ∈ dom(Ě) が取れる．Ě は標準 P-name なので，その domain の要素も標準 P-name で
あることに注意せよ．e = ěH = a ∈ E である．M [H] |= φ(ěH) なので，真理補題より，ある r ∈ H が存在して r ⊩ φ(ě) で
ある．H の filter 性より q ⩽ r, p なる q ∈ H ⊆ P が取れる．拡大補題より q ⊩ φ(ě)，つまり q ⊩ f̊(ξ̌) = ě である．これらの
q ⩽ p, e ∈ E が求めるものである．

*10 もしも q⊥̸ p0 なら，ある r ⩽ q, p0 が存在する．r ⩽ q ⩽ pより r ⩽ pなので，r ⩽ p0 と合わせて p⊥̸ p0 となってしまい矛盾．
*11 j = {⟨ξ, aξ⟩ : ξ < δ} ∈ M, f ◦ j = {⟨ξ, eξ⟩ : ξ < δ} ∈ M とすれば，f = {⟨aξ, eξ⟩ : ∃ξ < δ (⟨ξ, aξ⟩ ∈ j ∧ ⟨ξ, eξ⟩ ∈ f ◦ j)}
となり f ∈ M を得る．

*12 更に，この補題の結果は “AM ∩ M [G] = AM ∩ M” に強められる．というのも，f ∈ M [G], f : A → M が与えられたとす
る．M にとっては，この f が函数かどうかは分からないが，クラス函数になっていることは分かる．そこでM の置換公理によっ
て f : A → X, rng(f) ⊆ X なる X ∈ M が取れる．この X を E とすればよい．
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Proof. 系 5 によれば，∀G : (M,P)-generic ∀ limitβ < o(M)
[
β > ω →

(
Reg(β)M → Reg(β)M [G]

)]
を示

せば十分である．そこで，(M,P)-generic な G，および，ω < β < o(M) ∧ Reg(β)M なる β を固定する．

(1): ω < β ⩽ λであるか (2) λ < β < o(M)であるかで場合分け．(1)のとき．Reg(λ)M なので，例 8と補題 7

により (P : λ-distributive)M が従う．補題 10によって ∀δ < λ (δλ∩M [G] = δλ∩M)が成り立つので，補題 9

によって ∀γ ⩽ λ : lim
(
cfM (γ) = cfM [G](γ)

)
がいえる．γ = β とすれば，Reg(β)M =⇒ cfM (β) = β =⇒

cfM [G](β) = β =⇒ Reg(β)M [G] となるのでよい．(2)の場合，(Reg(λ) & |J | ⩽ λ = 2<λ & (2<λ)+ = λ+)

なので，「集合論ノート 0012」の主定理より λ+ 以上の共終数と基数を保つ．λ, β が基数で λ < β なので

λ+ ⩽ β となり，Reg(β)M から Reg(β)M [G] が従う．
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