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本稿では，特に断りの無い場合，M は ZFCの ctm，Pは posetとし，P ∈ M を仮定する．

定義 1. τ ∈ VP とする．ϑ ∈ VP が τ の部分集合に対する nice nameであるとは，ϑが

ϑ =
⊔

σ∈dom(τ)

(
{σ} ×Aσ

)
where 各AσはPの反鎖 (1)

の形をしていることをいう．ただし，各 σ ∈ dom(τ)について，ただ一つの Aσ が対応していると考える．□

注意 2. ϑが「τ の部分集合に対する nice name」であっても，ϑG ⊆ τG とは限らない．例えば，τ = {⟨µ, q⟩} =

{µ} × {q}, ϑ =
∪

σ∈dom(τ)({σ} × Aσ) = {µ} × Aµ で Aµ = {r}のときとか．但し r ∈ G, q /∈ Gとする．

このとき，{µG} = ϑG ̸⊆ τG = ∅となる． □

補題 3. P ∈ M, τ, µ ∈ MP とする．このとき，τ の部分集合に対する nice name ϑで，

1 ⊩ µ ⊆ τ → µ = ϑ (2)

なるものが存在する．すなわち，どんな集合のどんな部分集合に対しても nice nameがつけられる．

Proof. 各 σ ∈ dom(τ)に対し，Aσ ⊆ Pを (i) Aσ は P の反鎖，(ii) ∀p ∈ Aσ (p ⊩ σ ∈ µ)，(iii) Aσ は (i)(ii)

のようなもののうち P(P) で極大，となるように作る．

Claim 1. これは可能.

[∵] σ ∈ dom(τ) を固定せよ．まず，Bσ := {p ∈ P : p ⊩ σ ∈ µ} と定める．定義可能性補題
より Bσ ∈ M である．A := {A ∈ P(Bσ) : A は P の反鎖 } と定める．∅ ∈ A なので A ̸= ∅
である．A が ⊆ に関する極大元をもつことを示す．そのために鎖 C ⊆ A を勝手に取る．C が
A に上限を持つことを示す．それは A∗ :=

∪
C である．何となれば，まず A∗ ∈ A を示す．

A∗ ⊆ Bσ は明らか*1．A∗ が P における反鎖であることを示すために p, q ∈ A∗ (p ̸= q) を勝手

に取る．A∗ の定義より，ある A1, A2 ∈ C が存在して p ∈ A1, q ∈ A2．C の全順序性を用いて
A0 := max{A1, A2} とすれば，p, q ∈ A0 (= A1 or A2) である．A0 は P における反鎖なので
p⊥ q を得る．A ∈ C =⇒ A ⊆ A∗ なので上限性は明らか．以上より，Aの任意の鎖が Aに上限
を持つことがわかった．よってM の Zornの補題より Aは極大元をもつ．それを Aσ (∈ A)とせ

よ．これが所望のものである．というのも，(i) は Aσ ∈ Aから明らか．(ii) については Aσ ⊆ Bσ

*1 x ∈ A∗ =
∪

C なら，あるA ∈ C (⊆ A ⊆ P(Bσ))が存在して x ∈ A．A ∈ P(Bσ)よりA ⊆ Bσ．x ∈ A ⊆ Bσ より x ∈ Bσ．
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であり，Bσ の任意の元は σ ∈ µ を force するのでよい．(iii) は，もし A+
σ := Aσ ∪ {q} (q ∈ P)

が Aσ の真の拡大であって (i)(ii) を満たすなら，(ii)より A+
σ ⊆ Bσ であることと (i)を合わせて

A+
σ ∈ Aである．すると Aσ ⫋ A+

σ で，これは Aσ の Aにおける極大性に矛盾． □(Claim 1)

これらの Aσ (σ ∈ dom(τ))を用いて，求める ϑは

ϑ =
⊔

σ∈dom(τ)

(
{σ} ×Aσ

)
(3)

で表される．これを見よう．示すべき式 1 ⊩ µ ⊆ τ → µ = ϑは，⊩の定義により，「1を含む任意の generic

filter Gによる generic拡大M [G]でコレコレが成り立つ」と同値である．1 ∈ Gは常に満たされるので，結

局，任意の generic拡大M [G]でコレコレが成り立つことをいえばよい．M [G]を任意の generic拡大として，

M [G] |= µG ⊆ τG を仮定する (want: M [G] |= µG = ϑG)．

µG ⊇ ϑG a ∈ ϑG を勝手に取る．(·)G の定義より，ある ⟨σ, p⟩ ∈ ϑが存在して a = σG, p ∈ Gが成り立つ．

ϑの定義より σ ∈ dom(τ), p ∈ Aσ である．σ ∈ dom(τ)に対する Aσ の定義の (ii)の条項により，p ⊩ σ ∈ µ

を得る．p ∈ Gと真理補題より σG ∈ µG，すなわち a ∈ µG を得る．

µG ⊆ ϑG a ∈ µG を勝手に取る．仮定 µG ⊆ τG と合わせて a ∈ τG である．したがって，ある σ ∈ dom(τ)

が存在して a = σGである．この σ ∈ dom(τ)を固定する．posetに関する一般的事実*2より，(A) G∩Aσ ̸= ∅
であるか，(B) ∃q ∈ G∀p ∈ Aσ (q⊥ p) である．(B)の場合．この q ∈ Gを固定する．a = σG ∈ µG なので，

真理補題より，r ⊩ σ ∈ µなる r ∈ Gがとれる．Gの filter性より，s ⩽ q, r なる s ∈ Gがとれる．拡大補

題より s ⊩ σ ∈ µ である · · · (∗∗)．いま Aσ ∩ G = ∅ なので，A+
σ := Aσ ∪ {s} は Aσ の真の拡大となって

いる．(i) A+
σ は Pの反鎖である：p ∈ Aσ たちは incompatibleなので，sと p ∈ Aσ が incompatibleである

ことを確かめればよい．もしも共通拡大 P ∋ t ⩽ s, p があれば t ⩽ s ⩽ q と合わせて q ⊥̸ p となるが，これ

は (B) に反する．(ii) ∀t ∈ A+
σ , (t ⊩ σ ∈ µ)：Aσ の元についてはよいので t = s のときを調べればよいが，

これは (∗∗)．以上より A+
σ は Aσ の真の拡大で (i)(ii)を満たすので，これは Aσ の極大性に反する．よって

(B) は起こり得ない．したがって (A) である．このとき元 p ∈ G ∩ Aσ が取れる．σ ∈ dom(τ) に注意すれ

ば ⟨σ, p⟩ ∈ {σ} × Aσ ⊆ ϑ となり，⟨σ, p⟩ ∈ ϑ である．p ∈ G なので σG ∈ ϑG となり，σG = a だったので

a ∈ ϑG を得る．

補題 4. τ ∈ VP を固定し，κ := |P|, λ := |dom(τ)|, P : θ+-cc, κ, λ, θ ⩾ ℵ0 とする．このとき，τ の部分集

合に対する nice nameは κλ·θ 個以下しか存在しない．

Proof. まず θ < κの場合．ℵ0 ⩽ θ+ ⩽ κなので [5] Lemma I.13.19 の諸公式が使える．θ+-ccより，反鎖は

|[κ]<θ+ | = |κ|<θ+

= |κ|θ = κθ 個以下しかない．nice nameを一つ定めるには，各 σ ∈ dom(τ)のそれぞれに

ついて反鎖を選べばよい．よって nice name の総数は函数 dom(τ) → (Pの反鎖たち) の総数のことだから，

(κθ)λ = κλ·θ 個以下．θ ⩾ κの場合．θ+-ccより，反鎖は |[κ]<θ+ | = |[κ]⩽θ| = |[κ]⩽κ| = |P(κ)| = 2κ 個以下

なので，nice nameの総数は (2κ)λ 個以下である．(2κ)λ ⩽ (2θ)λ ⩽ (κθ)λ なので，これは κλ·θ 個以下でもあ

る．

*2 M が ZFC の推移的モデルで P ∈ M, E ⊆ P, E ∈ M, G : (M,P)-generic ならば，(A) G ∩ E ̸= ∅，または，(B)

∃q ∈ G ∀p ∈ E (q⊥ p)である．証明は集合論ノート 0010を参照．
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