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本稿では，特に断りの無い場合，M は ZFCの ctm，Pは posetとし，P ∈M を仮定する．

定義 1. Card(θ)M なる θ に関して，

(1) Pが θ 以上の基数を保つ

:⇐⇒ ∀G : (M,P)-generic ∀β < o(M)
[
β ⩾ θ →

(
Card(β)M ↔ Card(β)M [G]

)]
. (1)

(2) Pが θ 以上の共終数を保つ

:⇐⇒ ∀G : (M,P)-generic ∀ limit γ < o(M)
[
cfM (γ) ⩾ θ →

(
cfM (γ) = cfM [G](γ)

)]
. (2)

また，θ = ℵ1 のときは「θ 以上の」を省略する． □

注意 2. 式 (1) の “←” は常に成り立つ．なぜならば，Card(·) は Π1 論理式であるから，下向き (M [G] か

らM)に相対化するため．また，式 (2)の “⩾”は常に成り立つ．なぜならば，⊆, sup, typeのM やM [G]に

対する絶対性より，cfM (γ) = min{type(X) : X ⊆ γ ∧ supX = γ ∧X ∈M}, cfM [G](γ) = min{type(X) :

X ⊆ γ ∧ supX = γ ∧X ∈M [G]}であるが，M からM [G]へとX の捜索範囲が広がった分，最小値として

は落ちるため． □

補題 3. Card(θ)M を仮定する．このとき，

Pが θ 以上の共終数を保つ

⇐⇒ ∀G : (M,P)-generic ∀ limitβ
[
θ ⩽ β < o(M)→

(
Reg(β)M → Reg(β)M [G]

)]
.

(3)

Proof. (=⇒) 右辺を示すために，(M,P)-generic filter G，β : lim で θ ⩽ β < o(M) なるものを取り，

Reg(β)M を仮定せよ．Reg(β)M より cfM (β) = β である．今，β < o(M) : lim，cfM (β) = β ⩾ θであり，P
は θ以上の共終数を保つので，cfM (β) = cfM [G](β)を得る．したがって cfM [G](β) = β，つまり Reg(β)M [G]

である．

(⇐=) 左辺を示すために，(M,P)-generic filter G，γ < o(M) : lim で，cfM (γ) ⩾ θ なるものを固定

せよ．β := cfM (γ) とする (want: β = cfM [G](γ))．共終数を取ると値が落ちるので β ⩽ γ < o(M) で

ある．β < θ であれば，cfM (γ) = β < θ ⩽ cfM (γ) となり矛盾するので，これは起こり得ない．そこ

で β ⩾ θ の場合を考える．極限順序数の共終数は正則なので，Reg(β)M である．θ ⩽ β < o(M) と合
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わせて，仮定から Reg(β)M [G] を得る．すなわち，cfM [G](β) = β である．さて，β = cfM (γ) であるか

ら M |= ∃X (X ⊆ γ ∧ supX = γ ∧ type(X) = β) が成り立っている．このような X ∈ M を固定す

る．⊆, sup, type の M に対する絶対性より，X ⊆ γ ∧ supX = γ ∧ type(X) = β が成り立つ．ZFC で

「Y ⊆ δ : lim∧ supY = δ =⇒ cf(δ) = cf(typeY )」が成り立つ．そこで Y, δ として X, γ ∈ M [G]を取れば，

M [G] |= ZFCや typeの絶対性などに注意して cfM [G](γ) = cfM [G](typeX) = cfM [G](β) = β となるのでよ

い．

補題 4. Reg(θ)M とする．このとき，Pが θ 以上の共終数を保つならば，Pは θ 以上の基数を保つ．

Proof. G : (M,P)-generic，および κ < o(M)で κ ⩾ θ なるものを取り固定する．Card(κ)M ↔ Card(κ)M [G]

を言えばよいが，注意 2により “←”はよいので，“→”を示す．κは，M で (1): Reg(κ)であるか，(2): κ

は極限基数であるかのいずれかである．ただし，(1) と (2) が同時に満たされることもありうる．(1) と (2)

で場合分け．(1): Reg(κ)M のとき．κ < o(M) : lim，cfM (κ) = κ ⩾ θ であり，Pが θ 以上の共終数を保つ

ことから，Reg(κ)M ⇐⇒ cfM (κ) = κ ⇐⇒ cfM [G](κ) = κ ⇐⇒ Reg(κ)M [G] であることに留意せよ．

ZFCで「Reg(κ)→ Card(κ)」が成り立つので，そのモデルであるM [G]でも成り立つ．よって Reg(κ)M [G]

から Card(κ)M [G] を得る．(2): (κ ⩾ θが極限基数)M のとき．κ = θ であれば，Reg(θ)M との仮定および

(1)の結果より Card(θ)M [G] を得るのでよい．そこで κ > θ のときを考える．ZFCで「κ > θ が極限基数な

らば κ = sup{α < κ : cf(α) ⩾ θ ∧ Reg(α)}」が成り立つ*1ので，(κが極限基数)M =⇒ M |= κ =
∪
{α <

κ : cf(α) ⩾ θ ∧ Reg(α)} =⇒ M [G] |= κ =
∪
{α < κ : cf(α) ⩾ θ ∧ Reg(α)} =⇒ Card(κ)M [G]．2 つ目

の含意は，共終数の保存の仮定，および，先ほど指摘したように，この状況下で正則性が保たれる，つまり

Reg(α)M ⇐⇒ Reg(α)M [G] であることによる．最後の含意は，Reg(α)より Card(α)であり，基数の集合

の supは再び基数になることによる．

補題 5 (θ-Global Covering Property?).

P ∈M
G : (M,P)-generic
(θ は非可算基数)M

(P は θ-cc をもつ)M

A,B ∈M
f : A→ B
f ∈M [G]

=⇒ ∃F : A→ P(B) s.t.

 F ∈M
∀a ∈ A (f(a) ∈ F (a))
∀a ∈ A (|F (a)| < θ)M .

(4)

補題のお気持ちは図 1の通り．

Proof. f ∈ M [G] より，f̊ ∈ MP で f̊G = f なるものがとれる．M [G] |= “f̊G : ǍG → B̌G ” なので，真

理補題より，ある p ∈ G が存在して p ⊩ “f̊ : Ǎ→ B̌ ”．この p を固定する．各 a ∈ A に対して F (a) :={
b ∈ B : ∃q ⩽ p

(
q ⊩ “f̊(ǎ) = b̌ ”

)}
(∈ P(B))と定めよ (お気持ち：「M から見た，f(a)として可能な値 b」

を，とりあえず全部集めてくる)．定義可能性補題より F ∈ M である．この F が所望のものであることを見

る．

*1 κは極限基数なので，ある η : lim を用いて κ =
∪

ξ<η ℵξ と書ける．この ηを固定せよ．β ∈ sup{α < κ : cf(α) ⩾ θ∧Reg(α)}
ならば，∃α < κ (β ∈ α ∧ cf(α) = α ⩾ θ ∧ Reg(α))．Reg(α) なので Card(α) である．このことと α < κ より，ある ξ < η

が存在して α = ℵξ と書ける．よって β ∈ κ である．逆に β ∈ κ とする．∃ξ < η (β ∈ ℵξ) である．θ < κ に留意すれば，
max{θ,ℵξ} を ℵζ (ζ < η) の形に書ける．κ は極限基数なので β ∈ ℵζ+1 < κ (ζ + 1 < η) となる．α = ℵζ+1 を証拠に
∃α < κ (β ∈ α ∧ Reg(α) ∧ cf(α) = α ⩾ θ) となるので，β ∈ sup{α < κ : cf(α) ⩾ θ ∧ Reg(α)}を得る．
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図 1 M は，M [G]の函数を精度 < θ で近似できる

∀a ∈ A (f(a) ∈ F (a)) a ∈ A を勝手に取り固定せよ．b := f(a) とせよ (want: b ∈ F (a))．M [G] |=
“b̌G = f̊G(ǎG) ” である．真理補題により，r ⊩ “b̌ = f̊(ǎ) ” なる r ∈ G が存在する．G の filter 性より

q ⩽ p, r なる q ∈ Gが存在するが，この q ⩽ pについて，拡大補題より q ⊩ “b̌ = f̊(ǎ) ” である．q ⩽ pと合

わせて，F (a)の定義から b ∈ F (a)を得る．

∀a ∈ A (|F (a)| < θ)M a ∈ Aを固定せよ．各 b ∈ F (a)ごとに存在が保証される q ⩽ pのうちのひとつを選

び，qbとせよ (M のACを使っている．お気持ち：「qbは，f(a) = bの証人」)．函数 ga : F (a)→ P, ga(b) := qb

は，定義可能性補題より，M の元であることに注意せよ．

Claim 1. ∀b, c ∈ F (a) (b ̸= c→ qb⊥ qc).

[∵] 背理法．qb ⊥̸ qc なる b, c ∈ F (a), b ̸= cが存在したとする．このとき ∃r ⩽ qb, qc (r ⩽ qb, qc)

であるから，この r について，F (a)の定義と拡大補題から r ⊩ “f̊(ǎ) = b̌ ” & r ⊩ “f̊(ǎ) = č ”

である．よって，r ⊩ “f̊(ǎ) = b̌ ∧ f̊(ǎ) = č ”，したがって r ⊩ “b̌ = č ”．Rasiowa-Sikorskiの補題

より，rを元として含む (M,P)-generic filter H が存在する．真理補題よりM [H] |= “b̌G = čG ”，

したがって b = cとなるが，これは b, cの取り方に矛盾する． □(Claim 1)

以上の考察より，M |= “{ga(b) (= qb) ∈ P : b ∈ F (a)}はPの反鎖 ” が従う．M |= “Pは θ-cc をもつ ”と合

わせて，M |= “|{ga(b) ∈ P : b ∈ F (a)}| < θ ”である．したがって*2，(|F (a)| < θ)M である．

補題 6. (θ は非可算正則基数 ∧ Pは θ-cc をもつ)M ならば，Pは θ 以上の共終数と θ 以上の基数を保つ．

Proof. 補題 4によれば，Pが θ 以上の共終数を保つことを示せば十分である．さらに，そのためには式 (3)

の右辺を示せば十分である．G : (M,P)-generic，β : lim で θ ⩽ β < o(M) なるものを固定する．対偶

¬Reg(β)M [G] → ¬Reg(β)M を示す．¬Reg(β)M [G] を仮定する (want: ¬Reg(β)M )．α := cfM [G](β) < β

と定める．共終数の定義より M [G] |= ∃X (X ⊆ β ∧ supX = β ∧ type(X) = α) である．このような

X ∈ M [G] を固定せよ．type(X) = α の証拠となる唯一の順序同型 f : ⟨α,∈⟩ ∼= ⟨X,∈⟩ をとる．type の

絶対性より f ∈ M [G] である．X ⊆ β なので f : α → β でもある．補題 5 により，F : α → P(β) で
F ∈ M, ∀ξ < α [(f(ξ) ∈ F (ξ)) ∧ (|F (ξ)| < θ)M ] なるものを得る．Y :=

∪
ξ<α F (ξ) (⊆ β) と定める．

Y ∈ M である．X の任意の元は f(ξ) の形をしていて，それは ∈ F (ξ) (⊆ Y ) であるから，X ⊆ Y で

*2 M |= “gaは単射 ”を言う必要がある．M で議論する．b ̸= cかつ ga(b) = ga(c)から矛盾させる．ga(b) = ga(c)とは qb = qc

のことなので，qb⊥̸ qc．これは {qb ∈ P : b ∈ F (a)}が反鎖であることに矛盾．
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ある．よって supX ⩽ supY である．Y ⊆ β で supX = β だったので，supY = β である．今，仮

定より (β は非可算正則基数)M である．このことと (Y は濃度 < β の集合の < β 個の和)M を合わせて，

(|Y | < β)M を得る．(Y ⊆ β ∧ supY = β ∧ type(Y ) < β)M なので，この Y ∈ M は (cf(β) < β)M の証人

になっている．したがって ¬Reg(β)M となり，証明が完了した．

補題 7. 基数 λ ⩾ ℵ0 に対し，P := Fnλ(I, J)は (|J |<λ)+-ccをもつ．

Proof. θ := (|J |<λ)+ とせよ．|J | = 0, 1のとき，明らか*3．そこで |J | ⩾ 2を仮定する．θは無限基数の後続

基数なので正則である．また θ > λである*4．Pが濃度 θ 以上の反鎖を持たないことを示す．そのためには，

Pが濃度 θ の反鎖を持たないことを示せば十分である*5．Pから勝手に取った部分集合 C := {pα : α < θ}が
反鎖に成り得ないことを示す．この並べ上げに重複はないものとする．場合分け．

λが正則基数のとき 各 α < θ に対し，sα := dom(pα) ∈ [I]<λ と定めよ．この αを sa の背番号と呼ぶこと

にする．A := {sα : α < θ}と定める．

Claim 1. |A| = θ.

[∵] ν := |A| < θ から矛盾を導く．|A| = ν より，重複を許さず A = {tβ : β < ν} と並べ
られる．すると，各 pα (α < θ) に対し，ある β < ν が存在して pα ∈ (tβ)J となる．ゆえに

C ⊆
∪

β<ν
(tβ)J となる．右辺の濃度を計算する．まず，各 β に対して |tβ | < λなので，補題の仮

定より
∣∣(tβ)J∣∣ ⩽ |J |<λ < θ である．よって右辺は濃度 < θ の集合の < θ 個の和なので，θ の正則

性と合わせて |(右辺)| < θ を得る．一方で，左辺 C の濃度は θ なので，これは矛盾． □(Claim 1)

Claim 2. (|J |<λ)<λ = |J |<λ. (もっと単純な証明があれば教えてください >_<)

[∵] λが (1): ℵ0であるか，(2): 後続基数 ℵα+1であるか，(3): 極限基数 ℵη (η : lim)であるかで場合

分け．(1): λ = ℵ0のとき．2 ⩽ |J | < ℵ0なら，(|J |<ℵ0)<ℵ0 = (supn<ℵ0
|J |n)<ℵ0 = ℵ<ℵ0

0 = ℵ0 =

|J |<ℵ0 となるのでよい．|J | ⩾ ℵ0なら，(|J |<ℵ0)<ℵ0 = (supn<ℵ0
|J |n)<ℵ0 = (supn<ℵ0

|J |)<ℵ0 =

|J |<ℵ0 となるのでよい．(2): λ = ℵα+1 なら，(|J |<ℵα+1)<ℵα+1 = (|J |ℵα)ℵα = |J |ℵα·ℵα =

|J |ℵα = |J |<ℵα+1 なのでよい．(3): λ = ℵη (η : lim) のとき．λ の正則性より cf(λ) = λ と

なる．非減少 λ-列 S = ⟨|J |ξ : ξ < λ⟩ in |J |<λ について，limξ→λ |J |ξ = |J |<λ であるから，

cf(λ) = cf(|J |<λ) である ([2] Lemma 3.7 (ii))．λ の正則性と合わせて cf(|J |<λ) = λ を得る．

ν := |J |<λ とおく．∀κ < λ (νκ = ν) · · · (∗)を示す．そのために κ < λを固定する．νκ = ν を示

すには，(i) ν > κ, (ii) cf(ν) > κ, (iii) ∀µ < ν (µκ < ν) を示せばよい ([2] Theorem 5.20 (iii-a))．

第一に，|J | ⩾ 2なので，κ < 2κ ⩽ |J |κ ⩽ ν となり κ < ν．第二に，先ほどの cf(ν)の計算から

κ < λ = cf(ν)．第三に，µ < ν を勝手に取る．先の列 S は ν で非有界なので，ある (ω ⩽) δ < λ

が存在して µ ⩽ |J |δ が成り立つ．両辺 κ (< λ)乗すれば，µκ ⩽ |J |δ·κ < ν となりよい (最後の <

について．⩽は明らかだが，もし =なら cf(ν)が δ · κ < ν 以下になってしまう)．以上で (∗)が
示せた．以上より (|J |<λ)<λ = supκ<λ(|J |<λ)κ = supκ<λ ν

κ = supκ<λ ν = ν = |J |<λ となりよ

*3 |J | = 0, 1 のとき (|J |<λ)+ = 2 である．|J | = 0 のとき J = ∅ なので，P = ∅ または {∅}．よって，P の反鎖としては ∅ か
{∅}しかあり得ないので，2-ccが満たされる．|J | = 1なら P = {s× {∗} : s ∈ [I]<λ}であり，Pの反鎖は ∅か {p} (p ∈ P)
しかあり得ないので，再び 2-ccが満たされる．

*4 何となれば：λ < (|J |<λ)+，すなわち |J |<λ ⩾ λ を示せばよい．|J |<λ = supκ<λ |J |κ ⩾ supκ<λ 2κ ⩾ supκ<λ κ+ = λ な
のでよい．

*5 何となれば：『サイズ κ (≥ θ)の反鎖が存在する =⇒ サイズ θ の反鎖が存在する』は，反鎖の部分集合が再び反鎖になることから
明らか．『』の対偶を取ればよい．
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い． □(Claim 2)

A に ∆-システム補題を適用して，r ⊆ I, |r| < λ なる集合 r ならびに r を根とする ∆-システム B で，
B ⊆ A, |B| = θなるものを得る*6．Bの元の背番号全体の集合を B (⊆ θ)とせよ．Bは rを根とする∆-シス

テムなので，∀α, β ∈ B (α ̸= β → sα ∩ sβ = r)が成り立つ．さて，|r| < λより |rJ | = |J ||r| ⩽ |J |<λ < θで

ある．一方で B の濃度は θ なので，鳩の巣原理より，ある α, β ∈ B, α ̸= β で，pα↾r = pβ↾r なるものが存
在する (図 2)．この α, β について，函数値が r ⊆ dom(pα) ∪ dom(pβ)で一致するので，pα, pβ は函数として

両立する．すなわち pα⊥̸ pβ．したがって，C は反鎖ではない．

図 2 < θ 箱の巣 rJ と θ 羽の鳩たち B．点線は見易さのために描いたにすぎず，本来は空白であるべきことに注意．

λが特異基数のとき C を濃度で類別して C =
⊔

κ<λ Cκ, Cκ = {p ∈ C : |p| = κ} とせよ．もしも
∀κ < λ (|Cκ| < θ)ならば，C は濃度 < θ の集合の < θ 個の和なので，θ の正則性より |C| < θ となり，矛盾．

よってある κ < λが存在して |Cκ| = θ である．この κについて，C′ := {p ∈ C : |p| < κ+} (⊇ Cκ)は濃度 θ

をもつ．C′ ⊆ Fnκ+(I, J)となっていることに留意せよ．正則基数については補題が証明してある．κ+ は正

則なので，Fnκ+(I, J)は (|J |<κ+

)+-ccをもつ．κ+ ⩽ λより (|J |<κ+

)+ ⩽ θ なので，Fnκ+(I, J)は θ-ccを

もつ*7．C′ は濃度 θを持つため Fnκ+(I, J)で反鎖でない．よって，それより広い Pでも反鎖でない．C ⊇ C′

より，C は Pで反鎖でない．

系 8. I, J ∈ M, [Reg(λ) ∧ |J | ⩽ 2<λ ∧ θ := (2<λ)+]M ならば，Fnλ(I, J)
M は θ-ccを持ち，したがって θ

以上の共終数と θ 以上の基数を保つ．

Proof. (|J | ⩽ 2<λ)M とReg(λ)M より，補題 7のClaim 2と同様にして (|J |<λ ⩽ (2<λ)<λ = 2<λ)M を得る．

よって [ (|J |<λ)+ ⩽ (2<λ)+]M である．M における補題 7から [ Fnλ(I, J)は (|J |<λ)+-cc をもつ]M．よっ

てそれ以上の (2<λ)+ でも言えるので，[ Fnλ(I, J) は (2<λ)+-cc をもつ]M が言える．つまり [ Fnλ(I, J) は

θ-ccをもつ]M．I, J ∈M と Reg(λ)M (したがって Card(λ)M )より，Fnλ(I, J) ∈M である．さらに，(θ は

無限基数の後続基数)M なので (θ は非可算正則基数)M である．補題 6により Fnλ(I, J)は θ以上の共終数と

θ 以上の基数を保つことがわかる．

系 9. I, J ∈M, (J は可算)M ならば，Fn(I, J)は cccを持ち，したがって共終数と基数を保つ．

*6 ∆-システム補題が使える条件『(1): λ が無限基数，(2): θ (> λ) は正則基数，(3): ∀ζ < θ (|ζ<λ| < θ)，(4): |A| ⩾ θ，(5):

∀x ∈ A (|x| < λ)』を確認しなければならない．(1), (2), (4), (5) は明らか．(3): Claim 2 を用いることで，ζ < θ =⇒ ζ <

(|J |<λ)+ =⇒ ζ ⩽ |J |<λ =⇒ |ζ<λ| ∼ <λζ ∼ |ζ|<λ ⩽ (|J |<λ)<λ = |J |<λ < θ となるのでよい．
*7 定義より直ちに，『µ ⩽ ν について，Pが µ-ccを持つならば Pは ν-ccを持つ』ことがいえる．
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Proof. 系 8 の λ = ω の場合に当たる．M の中で：Reg(ω), |J | ⩽ ℵ0 = 2<ω, θ = (2<ω)+ = ℵ+0 = ℵ1 と
なっているのでよい．
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