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1 はじめに� �

� �

記法 1. (i) 本稿では，論理記号は正式には ∧,¬,∃のみとし，→,↔,∨,∀は単なる構文糖衣と考える．
(ii) メタな議論にも集合論の記号を援用する．例えば，“φ ∈ FmlL” と書いたとき，これは「φ
は，2 項関係記号 ∈ のみからなる集合論の言語の論理式である」という日本語の略記であると
考える．この約束のもと，L := {∈}, FreeVar(φ) := “φに含まれる自由変数全体”, FmlL :=

“L-論理式全体”, SentL := “L-文全体”などと定める．
(iii) φ,ψ, . . .などは L-論理式を表すとする．特に断りの無い場合，φ(x1, . . . , xn)と書いたら，それは

FreeVar(φ) ⊆ {x1, . . . , xn}であることを意味すると約束する．
(iv) 議論のベースとなるメタ理論を T で表す．T としては ZFCなどが想定される．
(v) 特に断りのない場合，M は ZFCの ctmを表す記号とする．
(vi) ⟨P,⩽,1⟩ ∈M は posetとする．これは正確には，P,⩽,1 ∈M のこと．⟨P,⩽,1⟩を Pと略記する

こともある．
(vii) τ, π, ϑ, . . .やそれに添え字を付けたものは，特に断りの無い場合MP の元とするa．
(viii) x1, . . . , xn を x⃗と略記し，τ1, . . . , τn を τ⃗ と略記する．ただし n ⩾ 0は任意．

a τ1 のように上付きの添え字を使うこともある．そのようにすると，val(τ1, G) を τ1G と書けてスッキリする (下付きだと
(τ1)G ないし τ1G のようになってしまう)．それ以上の深い意味はない (追記: 今思ったけど τG1 と書けば良い気がしてき
た．面倒なので修正はしない)．

1



2 強制関係その 1: ⊩� �

� �

定義 2. 記法 1のもと，p ∈ Pに対し，

p ⊩P,⩽,1,M φ(τ1, . . . , τn) :⇐⇒ ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) →M [G] |= φ(τ1G, . . . , τ
n
G)] (1)

と定める．⟨P,⩽,1⟩,M, τ⃗ が文脈から明らかな場合，p ⊩P,⩽,1,M φ(τ⃗)を単に p ⊩ φと書く．� �

� �

注意 3. (1) “M [G] |= φ(τ1G, . . . , τ
n
G)”は，集合論の中で定義された充足関係である．したがって，正

確には “M [G] |= ⌜φ⌝[ τ1G/x1, . . . , τnG/xn ]”とでも書くべきであろうが，そこまで pedanticには
ならないことにする．充足関係の定義は通常通りになされるので，“M [G] |= φ(τ⃗G) or M [G] |=
¬φ(τ⃗G)”は必ず成り立つ．一方で，“p ⊩ φ(τ⃗) or p ⊩ ¬φ(τ⃗)” は必ずしも成り立つとは限らない．
ちなみに，これが成り立つとき，pは φを decideするといい，p ∥ φと書く．

(2) 定義 2 は定義図式である．すなわち，高々 x1, . . . , xn のみを自由変数に持つメタな L-論理式
φ(x1, . . . , xn) が具体的に与えられるごとに，ちょうど n + 5 個の自由変数を持つメタな L-論理
式 Forceφ(x1,...,xn)(v01, . . . , v0n, v11, v12, v13, v2, v3) を書き下す規則を与えているのである．こ
こに，

Forceφ(x1,...,xn)(τ
1, . . . , τn,P,⩽,1, p,M)

:⇐⇒ “M |= ⌜ZFC⌝ : ctm” ∧ ⟨P,⩽,1⟩ ∈M : poset ∧ τ⃗ ∈MP ∧ p ∈ P ∧ “式 (1)の右辺”
(2)

として，これを p ⊩P,⩽,1,Mφ(τ1, . . . , τn)と書くと規約しているのである．
(3) p ⊩P,⩽,1,Mφ(τ⃗)を定義するためには，すべての (M,P)-generic filter G を参照しなくてはならな
い．ところが，一般には G /∈ M であるからa，M の中だけで ⊩を定義することは一見不可能に
思える．しかし，ある意味でこれが可能であることを主張するのが定義可能性補題である．

(4) 本稿で取り扱っている定義・定理・補題の多くは，具体的に与えられたメタな L-論理式に関する定
義図式・定理図式であることに注意．

a というか，我々が主に関心を持っているのは G /∈M の場合である．� �

� �

補題 4 (⊩に関する拡大補題). 記法 1のもと，任意の p, q ∈ Pに対し

p ⊩P,Mφ(τ⃗) & q ⩽ p =⇒ q ⊩P,Mφ(τ⃗)
a. (3)

a 論理結合子に &や⇒ を用いているのは単に見易さのためであって，特に深い意味はない．

証明. p ⊩P,Mφ(τ⃗)と q ⩽ pを仮定せよ．前半より

∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) →M [G] |= φ(τ⃗G)] (4)

が成り立つ．q ⊩P,M φ(τ⃗) を示すために，任意の H : (M,P)-generic を取り，q ∈ H を仮定せよ (want:

M [H] |= φ(τ⃗G))．H ∋ q ⩽ p ∈ Pと H の filter性より p ∈ H．すると仮定 (4)が使えて (Gとして H を取
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れ)，M [H] |= φ(τ⃗G)．� �

� �

補題 5. 記法 1のもと，

(1) ¬∃p ∈ P (p ⊩ φ & p ⊩ ¬φ),
(2) ⊢ φ↔ ψ =⇒ (p ⊩ φ ⇐⇒ p ⊩ ψ)a.

a τ⃗ は省略した．今後も同様の省略を行うことがある．

証明. (1): 背理法．ある p ∈ Pが存在して p ⊩ φかつ p ⊩ ¬φとなるとする．⊩の定義より，

∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) →M [G] |= φ]

∧ ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) →M [G] |= ¬φ].

よって*1，∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) → (M [G] |= φ & M [G] ̸|= φ)]．
よって，∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) → ⊥]．よって，∀G¬(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G)．
よって，¬∃G (G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G)．M が ZFCの ctmであったことを思い出すと，これは Rasiowa-

Sikorskiの補題に反する．
(2): ⊢ φ ↔ ψ とすると，健全性定理より |= φ ↔ ψ *2．よってM [G] |= φ ↔ ψ．よってM [G] |= φ ⇐⇒
M [G] |= ψ．このことから，

p ⊩ φ ⇐⇒ ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) →M [G] |= φ]

⇐⇒ ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) →M [G] |= ψ] ⇐⇒ p ⊩ ψ.

� �

� �

補題 6. 記法 1のもと，任意の p ∈ Pに対して

(1) p ⊩ φ ∧ ψ ⇐⇒ (p ⊩ φ & p ⊩ ψ),

(2) (a) p ⊩ ¬φ =⇒ ¬∃q ⩽ p (q ⊩ φ), (b) p ⊩ φ =⇒ ¬∃q ⩽ p (q ⊩ ¬φ),
(3) p ⊩ ∃xφ(x) =⇒ {r ⩽ p : ∃σ ∈MP(r ⊩ φ(σ))} ⊆ P is d.b. p ab.

a 真理補題を確立すれば，(2)(3)(4)の逆向きも証明できる．別稿で扱う予定．
b さらに強く，極大原理と呼ばれる次の事実が成り立つ：p ⊩ ∃xφ(x) ⇐⇒ ∃τ ∈ MP p ⊩ φ(τ)．本稿ではこれは取り扱わ
ない．そのうち…．

*1 一般に ∀x [p(x) → q(x)] ∧ ∀x [p(x) → r(x)] ⇐⇒ ∀x [(p(x) → q(x)) ∧ (p(x) → r(x))] ⇐⇒ ∀x [p(x) → q(x) ∧ r(x)]．
*2 φ,ψ は L(MP)の文なので，冗長に書けば ⊢L(MP) φ↔ ψ や |=L(MP) φ↔ ψ と書くべきところであろう．ここに，L(MP)は

LにMP の元を定数記号としてすべて付け加えた言語である．M [G]は L(MP)-構造なので，ここからM [G] |=L(MP) φ ↔ ψ，
すなわちM [G] |= φ↔ ψ を帰結できる．また，我々が有限的な立場に立つ以上，“⊢L(MP) ρ”などは集合論の中での言明ととる
しかない．

3



証明. (1): 脚注*1を参照して:

p ⊩ φ ∧ ψ
⇐⇒ ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) →M [G] |= φ ∧ ψ]
⇐⇒ ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) → (M [G] |= φ & M [G] |= ψ)]

⇐⇒ ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) →M [G] |= φ]

& ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ p ∈ G) →M [G] |= ψ]

⇐⇒ p ⊩ φ & p ⊩ ψ.

(2-a): p ⊩ ¬φを仮定する．q ⊩ φなる q ⩽ pが存在するとして矛盾を導く．q ⩽ pで p ⊩ ¬φ なので，拡大
補題 (補題 4)より q ⊩ ¬φである．よって q ⊩ φ & q ⊩ ¬φとなるが，これは補題 5の (1)に反する．
(2-b): ⊢ φ↔ ¬(¬φ)なので，補題 5の (2)と (a)の結果より，p ⊩ φ =⇒ p ⊩ ¬(¬φ) =⇒ ¬∃q ⩽ p (q ⊩ ¬φ).
(3): 一般に，M [G] |= ∀xψ(x) ⇐⇒ ∀σ ∈ MP(M [G] |= ψ(σG)) である [∵ (⇒) M [G] |= ∀xψ(x)を仮定す
る．右辺を示すために，σ ∈ MP を勝手に取る．σG ∈ M [G]であり，仮定より ∀a ∈ M [G] (M [G] |= ψ(a))

なのだから，M [G] |= ψ(σG) である．(⇐) 右辺を仮定する．左辺，つまり ∀a ∈ M [G] (M [G] |= ψ(a)) を
示すために，a ∈ M [G] := {σG : σ ∈ MP} を勝手に取る．すると，ある π ∈ MP が存在して a = πG．
右辺の仮定より M [G] |= ψ(πG)，すなわち M [G] |= ψ(a) である]．また，ρ が x を自由に含まないとき
(ρ→ ∀xγ(x)) → ∀x(ρ→ γ(x))であることに注意すれば*3，この補題の (1),(2)と，補題 5の (2)の結果を用
いて，

p ⊩ ∃xφ(x) =⇒ ¬∃q ⩽ p (q ⊩ ¬∃xφ(x))
=⇒ ¬∃q ⩽ p ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ q ∈ G) →M [G] |= ¬∃xφ(x)]
=⇒ ¬∃q ⩽ p ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ q ∈ G) →M [G] |= ∀x¬φ(x)]
=⇒ ¬∃q ⩽ p ∀G [(G : (M,P)-generic ∧ q ∈ G) → ∀σ ∈MP(M [G] |= ¬φ(σG))]
=⇒ ¬∃q ⩽ p ∀G∀σ ∈MP[(G : (M,P)-generic ∧ q ∈ G) →M [G] |= ¬φ(σG)]
=⇒ ¬∃q ⩽ p ∀σ ∈MP∀G [(G : (M,P)-generic ∧ q ∈ G) →M [G] |= ¬φ(σG)]
=⇒ ¬∃q ⩽ p ∀σ ∈MP(q ⊩ ¬φ(σ))
=⇒ ¬∃q ⩽ p ∀σ ∈MP[¬∃r ⩽ q (r ⊩ φ(σ))]

=⇒ ∀q ⩽ p ∃σ ∈MP[∃r ⩽ q (r ⊩ φ(σ))]

=⇒ ∀q ⩽ p ∃r ⩽ q [∃σ ∈MP(r ⊩ φ(σ))]

=⇒ {r ⩽ p : ∃σ ∈MP(r ⊩ φ(σ))} ⊆ P is d.b. p.

*3 何となれば：ρ→ ∀xγ(x)で ∀xγ(x)を xで具体化して ρ→ γ(x)．全称化して ∀x(ρ→ γ(x))．
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注意 7. 補題 5の (1)より，次のことが直ちにいえる：記法 1のもと，任意の p ∈ Pに対して，

p ⊩ ¬φ =⇒ p ̸⊩ φ. (5)

ここで，p ̸⊩ φは ¬(p ⊩ φ)の略記である．しかし，一般に逆は成り立たない．せいぜい

∃q ⩽ p (q ⊩ ¬φ) ⇐⇒ p ̸⊩ φ (6)

が成り立つにすぎない [何となれば：(⇒): q ⩽ p & q ⊩ ¬φ で p ⊩ φなら，拡大補題 (補題 4)より q ⊩ φ

となり，これは補題 5の (1)に反する．(⇐): p ̸⊩ φなら，補題 5の (2) より p ̸⊩ ¬(¬φ)となり，補題 6

の (2-a) より ¬¬∃q ⩽ p (q ⊩ ¬φ)となり，結果を得る]．標語的に言えば：notは ⊩の外に出すことはで
きるが，中に入れることはできない．

3 強制関係その 2: ⊩∗

補題 6で示された ⊩の性質を受け，⊩∗を次のように定義する．� �

� �

定義 8. φ,ψ ∈ FmlL とし，poset Pを固定する (P ∈M は仮定しない)．τ⃗ ∈ VP (必ずしも τ⃗ ∈MP と
は限らない)に対し，p ⊩∗

P,⩽,1φ(τ⃗)を以下のように再帰的に定義する (⊩∗
P,⩽,1 は ⊩∗と略記する)：

(1) p ⊩∗ τ1 = τ2

:⇐⇒ ∀⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 {q ⩽ p : q ⩽ s1 → ∃⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 (q ⩽ s2 & q ⊩∗π1 = π2)} is d.b. p

& ∀⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 {q ⩽ p : q ⩽ s2 → ∃⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 (q ⩽ s1 & q ⊩∗π2 = π1)} is d.b. p,
(7)

(2) p ⊩∗ τ1 ∈ τ2

:⇐⇒ {q ⩽ p : ∃⟨π, s⟩ ∈ τ2 (q ⩽ s & q ⊩∗π1 = π2)} is d.b. p, (8)

(3) p ⊩∗φ(τ⃗) ∧ ψ(τ⃗) :⇐⇒ p ⊩∗φ(τ⃗) & p ⊩∗ψ(τ⃗),

(4) p ⊩∗¬φ(τ⃗) :⇐⇒ ¬∃q ⩽ p (q ⊩∗φ(τ⃗)),

(5) p ⊩∗∃xφ(x, τ⃗) :⇐⇒ {q ⩽ p : ∃σ ∈ VP(q ⊩∗φ(σ, τ⃗))} ⊆ P is d.b. p.� �

� �

記法 9. 式 (7)の上式に現れる集合を Sp,τ2π1,s1，下式に現れる集合を Sp,τ1π2,s2 と略記し，式 (8)に現れる集合
を T pτ1,τ2 と略記することにする．この記法のもとで，

p ⊩∗ τ1 = τ2 :⇐⇒ ∀⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 [S
p,τ2
π1,s1 d.b. p] & ∀⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 [S

p,τ1
π2,s2 d.b. p], (9)

p ⊩∗ τ1 ∈ τ2 :⇐⇒ T pτ1,τ2 d.b. p (10)

となる．Sp,τ2π1,s1 = {u ⩽ p : Φ(u, τ2, π1, s1,P)}，T pτ1,τ2 = {u ⩽ p : Ψ(u, τ1, τ2,P)} の形に書き表せるの
で，任意の p, q ∈ Pについて，q ⩽ pならば Sq,τ2π1,s1 ⊆ Sp,τ2π1,s1 , T

q
τ1,τ2 ⊆ T pτ1,τ2 であることはすぐにわかる．

集合 Sp,τ2π1,s1 は「pが思う ⟨π1, s1⟩ ∈ τ2 の度合い」と読むことが出来よう．すると，Sp,τ2π1,s1 d.b. pは「pが思う
⟨π1, s1⟩ ∈ τ2 の度合いは十分大きい」と読めるので，∀⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 [S

p,τ2
π1,s1 d.b. p]は τ1 ⊆p τ2 とでも書けよ
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う．すると式 (9)は p ⊩∗ τ1 = τ2 :⇐⇒ τ1 ⊆p τ2 & τ2 ⊆p τ1 と書け，等号の定義として自然なものと思え
る．同じく T pτ1,τ2 は「pが思う τ1 ∈ τ2 の度合い」と読める．これが d.b. pとは「pが思う τ1 ∈ τ2 の度合い
は十分大きい」のことだと思えるので，これを τ1 ∈p τ2 とでも書けば，p ⊩∗ τ1 ∈ τ2 :⇐⇒ τ1 ∈p τ2 といった
ところであろうか？� �

� �

注意 10. (1) 例によって定義 8は定義図式である．すなわち，高々 x1, . . . , xn のみを自由変数に持つ
メタな L-論理式 φ(x1, . . . , xn)が具体的に与えられるごとに，ちょうど n + 4個の自由変数を持
つメタな L-論理式 Force∗φ(x1,...,xn)(v01, . . . , v0n, v11, v12, v13, v2) を書き下す規則を与えているの
である．そして，Force∗φ(x1,...,xn)(τ

1, . . . , τn,P,⩽,1, p) のことを p ⊩∗
P,⩽,1φ(τ1, . . . , τn) と書くの

である．論理式 Forceφ(x⃗)，つまり · ⊩·,·,·,·φ(⃗·)にはM のプレースホルダがあったが，Force∗φ(x⃗)

にはそれがないことに注意する．すなわち，· ⊩·,·,·,·φ(⃗·) はM を参照するが，· ⊩∗
·,·,·φ(⃗·)はM と

無関係に定義されていることに注意せよ．
(2) 我々は，φ(x⃗)が具体的に与えられるごとに，この Force∗φ(x⃗) を具体的に書き下せることを確認し
なければならない．そこでの難点は，定義 8の (1)の条項で，左辺の · ⊩∗ · = ·を定義するために，
右辺でも · ⊩∗ · = ·を参照していて，一見循環していることである．よって，これを何らかの手段
で正当化しなければならない．続く補題 11を参照．

(3) ここでは，レベルの違う 2つの「再帰」が用いられている．第一の再帰：集合論の中の超限再帰に
よって，式 (7) を単独で定めている．これを EqForce∗(τ1, τ2,P,⩽,1) とでもする．p ⊩∗ τ1 ∈ τ2

については，再帰を用いずとも，今得た EqForce∗ によって定義できる．第二の再帰：∧,¬,∃につ
いての条項に沿って，メタレベルの再帰によって，任意の L-論理式についての Force∗φ を定めてい
る．例えば，既に得ているメタ論理式 Force∗ψ と Force∗ρ から，新しいメタ論理式 Force∗ψ∧ρ を得る
といった具合．� �

� �補題 11. 定義 8の (1)の条項は well-definedである．

証明. P,⩽,1をパラメタとする函数F : VP×VP → P(P)を，VP×VP上の整礎関係 ⟨π1, π2⟩R ⟨τ1, τ2⟩ :⇐⇒
π1 ∈ dom(τ1)∧π2 ∈ dom(τ2)に沿って定めればよい．PredR⟨τ1, τ2⟩ ⊆ dom(τ1)×dom(τ2) : set なので，R

の set-like性は明らか．整礎性は，Φ(⟨τ1, τ2⟩) := rank(τ1)と定めれば，⟨π1, π2⟩R ⟨τ1, τ2⟩ =⇒ Φ(⟨π1, π2⟩) <
Φ(⟨τ1, τ2⟩) となることからよい．この R に沿った超限再帰により，クラス函数 Fを F(⟨τ1, τ2⟩) = {p ∈ P :

p ⊩∗ τ1 = τ2} となるように定められれば，p ⊩∗ τ1 = τ2 :⇐⇒ p ∈ F(⟨τ1, τ2⟩) によって等号に関する ⊩∗が
定められるのでよい．F(⟨τ1, τ2⟩) = G(⟨τ1, τ2⟩,F↾PredR(⟨τ1, τ2⟩)) となるようなクラス函数 G があればよ
い．詳細は書き下さないが，等号に関する ⊩∗の定義を見ると，⟨τ1, τ2⟩，および，⟨π1, π2⟩R ⟨τ1, τ2⟩，つまり
π1 ∈ dom(τ1), π2 ∈ dom(τ2)であるような π1, π2 について q ⊩∗ π1 = π2 となっているか，i.e. F(⟨π1, π2⟩)
の値，がわかっていればよいので，F(⟨τ1, τ2⟩) = G(⟨τ1, τ2⟩,F↾PredR(⟨τ1, τ2⟩)) の形で書ける．

定義より，補題 5の (1)と同様の次が成り立つ：� �
� �補題 12. 定義 8の記法のもと，¬∃p ∈ P (p ⊩∗φ & p ⊩∗¬φ)．

証明. 背理法．p ⊩∗φ & p ⊩∗¬φとする．後半と定義より ∀q ⩽ p (q ̸⊩∗φ)で，特に q = pとすれば p ̸⊩∗φな
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ので，前半に反する．� �

� �

注意 13. 注意 7と同様のことがいえる．すなわち，定義 8の記法のもと，任意の p ∈ Pに対して，

p ⊩∗¬φ =⇒ p ̸⊩∗φ. (11)

しかし，一般に逆は成り立たない．せいぜい ∃q ⩽ p (q ⊩∗¬φ) ⇐⇒ p ̸⊩∗φ が成り立つにすぎない．そ
のことは系 18で述べる．再び標語的に言えば，notは ⊩∗の外に出すことはできるが，中に入れること
はできない．

4 Posetsについて補足
今後の議論のため，posetsに関する若干の性質を見ておく．証明は退屈なので読み飛ばしてもよい．もっと
も本稿の議論はほとんど退屈なのだが…。� �

� �

補題 14. Pを poset，r, p ∈ P，D,D′ ⊆ P，ψ(x) ∈ FmlL とする．

(1) D′ d.b. p & D′ ⊆ D =⇒ D d.b. p,

(2) D d.b. p & r ⩽ p =⇒ D d.b. r,

(3) E := {r ∈ P : D d.b. r} d.b. p =⇒ D d.b. p,,

(4) r ⩽ pとするとき，D− := {u ⩽ r : ψ(u)} d.b. r ⇐⇒ D+ := {u ⩽ p : ψ(u)} d.b. r,

特に，Sr,τ2π1,s1 is d.b. r ⇐⇒ Sp,τ2π1,s1 is d.b. r， T rτ1,τ2 is d.b. r ⇐⇒ T pτ1,τ2 is d.b. r,

(5) D− := {u ⩽ r : ψ(u)} d.b. r ⇐⇒ D+ := {u ∈ P : ψ(u)} d.b. r.

証明. (1): 示すべきは ∀q ⩽ p ∃r ⩽ q (r ∈ D)．q ⩽ pを任意に取る．D′ の densityより，ある r ⩽ q が存在
して r ∈ D′．D′ ⊆ D より r ∈ D．
(2): 示すべきは ∀s ⩽ r ∃t ⩽ s (t ∈ D)．s ⩽ r を勝手に取る．s ⩽ r ⩽ pより s ⩽ p．D の densityより，あ
る t ⩽ sが存在して t ∈ D．よって示された．
(3): 示すべきは ∀s ⩽ p ∃t ⩽ s (t ∈ D)．s ⩽ p を勝手に取る．E の density より，ある u ⩽ s が存在して
u ∈ E．u ∈ E より，D は d.b.u．つまり ∀v ⩽ u∃t ⩽ v (t ∈ D)．特に v := uとすれば，ある t ⩽ uがあっ
て t ∈ D．t ⩽ u ⩽ sより t ⩽ sであるから，示された．
(4): r ⩽ pを仮定すれば，

D− d.b. r ⇐⇒ ∀s ⩽ r ∃t ⩽ s (t ∈ D−)

⇐⇒ ∀s ⩽ r ∃t (t ⩽ s ∧ t ⩽ r ∧ ψ(t))
(∗)⇐⇒ ∀s ⩽ r ∃t (t ⩽ s ∧ t ⩽ p ∧ ψ(t))
⇐⇒ ∀s ⩽ r ∃t ⩽ s (t ∈ D+)

⇐⇒ D+ d.b. r.

(12)

ここで，(∗)の (⇒)は t ⩽ r ならば r ⩽ pと合わせて t ⩽ pとなることから明らか．(⇐)について．下を仮
定する．上を示すために勝手に s ⩽ r をとる．下の仮定より，ある tが存在して t ⩽ s, t ⩽ p, ψ(t)が成り立
つ．t ⩽ s ⩽ r から t ⩽ r．よって，この tを証拠に上が満たされる．「特に」は ψ(u)として記法 9における
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Φ(u, τ2, π1, s1,P)や Ψ(u, τ1, τ2,P)をとればよい．
(5): (4)で p = 1とすればよい．u ⩽ 1と u ∈ Pが同値なことに注意せよ．� �

� �

補題 15. M |= ⌜ZFC⌝ :推移的 (可算性は要求しない), P ∈M, E ⊆ P, E ∈M, G : (M,P)-genericと
する．このとき，

(1) G ∩ E ̸= ∅ or ∃q ∈ G∀r ∈ E (r⊥ q),

(2) p ∈ G & E d.b. p =⇒ G ∩ E ̸= ∅.

証明. (1): D := {p ∈ P : ∃r ∈ E (p ⩽ r)} ∪ {q ∈ P : ∀r ∈ E (r⊥ q)} とせよ．左側の集合を A，右側の集
合を B と呼ぶことにする．この D は P で dense である [何となれば：∀q ∈ P ∃p ⩽ q (p ∈ D) を示せばよ
い．q ∈ P を勝手に取る．q ∈ D なら，p := q を証拠に p ⩽ q で p ∈ D なのでよい．q /∈ D を仮定する．
q /∈ D より，特に q /∈ B である．よって ∃r ∈ E (r ⊥̸ q)である．r ⊥̸ q より，共通拡大 P ∋ p ⩽ r, q が存在
する．よって，この r ∈ E を証拠に p ∈ A である．ゆえに p ∈ D である．p ⩽ q と合わせて結果を得る]．
P, E ∈ M, M |= ⌜ZFC⌝ で，D は M に対して絶対的な概念のみを用いて作られているので D ∈ M とな
る．G の genericity より G ∩ D ̸= ∅ である．よって元 s ∈ G ∩ D が取れる．特に s ∈ D である．場合分
け．(i) s ∈ Aのとき．∃r ∈ E (s ⩽ r)である．この r ∈ E について，G ∋ s ⩽ r ∈ Pと Gの filter性より
r ∈ G．よって r ∈ G∩E となり，G∩E ̸= ∅なのでよい．(ii) s ∈ B のとき．∀r ∈ E (r⊥ s)である．よっ
て q := s ∈ Gを証拠に ∃q ∈ G∀r ∈ E (r⊥ q)が成り立つのでよい．
(2): 前件を仮定して，G ∩ E = ∅ から矛盾を導く．G ∩ E = ∅ と (1) により，ある q ∈ G が存在して
∀r ∈ E (r⊥ q) · · · (∗)．p, q ∈ Gと Gの filter性より，ある s ∈ Gが存在して s ⩽ p, q．いま E は d.b. pな
ので，ある r ⩽ sが存在して r ∈ E．r ⩽ s ⩽ q より r ⩽ q．よって r ⩽ r, q．よって r ⊥̸ q．r ∈ E で r ⊥̸ q

なので，これは (∗)に反する．

5 原子論理式に関する Truth Lemma� �

� �

補題 16 (⊩∗に関する拡大補題など). φ ∈ FmlL とし，poset Pを固定する (P ∈ M は仮定しない)．ま
た τ⃗ ∈ VP (必ずしも τ⃗ ∈ MP とは限らない)とする．このとき，任意の p ∈ Pに対して，以下は同値で
ある：

(1) p ⊩∗φ(τ⃗),

(2) ∀r ⩽ p (r ⊩∗φ(τ⃗)),

(3) D := {t ⩽ p : t ⊩∗φ(τ⃗)} is d.b. p.

証明. (2) ⇒ (1), (2) ⇒ (3), (1) ⇒ (2), (3) ⇒ (2)の順番で証明する．
(2) ⇒ (1) (2)で特に r = pとすれば明らか． (2) ⇒ (3) (3): ∀q ⩽ p ∃s ⩽ q (s ∈ D)を示すため，q ⩽ pを
任意に取る．(2)で特に r := q として q ⊩∗φ(τ⃗)を得る．よって s := q を証拠に s ⩽ q, s ∈ D．
(1) ⇒ (2) φの複雑さに関するメタな帰納法による．
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Base-=. φ(τ⃗)が τ1 = τ2 のとき．(1)を仮定して r ⩽ pを任意に取ると，

p ⊩∗ τ1 = τ2 =⇒ ∀⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 [S
p,τ2
π1,s1 is d.b. p] & ∀⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 [S

p,τ1
π2,s2 is d.b. p]

=⇒ ∀⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 [S
p,τ2
π1,s1 is d.b. r] & ∀⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 [S

p,τ1
π2,s2 is d.b. r]

=⇒ ∀⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 [S
r,τ2
π1,s1 is d.b. r] & ∀⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 [S

r,τ1
π2,s2 is d.b. r]

=⇒ r ⊩∗ τ1 = τ2.

(13)

ここで，2つ目の (⇒)は補題 14の (2)，3つ目は補題 14の (4)による．
Base-∈. φ(τ⃗)が τ1 ∈ τ2 のとき．(1)を仮定して r ⩽ pを任意に取ると，

p ⊩∗ τ1 ∈ τ2 =⇒ T pτ1,τ2 is d.b. p

=⇒ T pτ1,τ2 is d.b. r

=⇒ T rτ1,τ2 is d.b. r

=⇒ r ⊩∗ τ1 ∈ τ2.

(14)

ここで，2つ目の (⇒)は補題 14の (2)，3つ目は補題 14の (4)による．
Induction-∧. φ(τ⃗)が ψ(τ⃗) ∧ ρ(τ⃗)のとき．I.H. は{

p ⊩∗ψ(τ⃗) =⇒ ∀s ⩽ p (s ⊩∗ψ(τ⃗)),

p ⊩∗ ρ(τ⃗) =⇒ ∀s ⩽ p (s ⊩∗ ρ(τ⃗)).
(15)

(1): p ⊩∗φ(τ⃗)，つまり p ⊩∗ψ(τ⃗) ∧ ρ(τ⃗)を仮定せよ．(2)を示すため，r ⩽ pを勝手に取る．(1)より，
p ⊩∗ψ(τ⃗) & p ⊩∗ ρ(τ⃗)である．I.H. より ∀s ⩽ p (s ⊩∗ψ(τ⃗)) & ∀s ⩽ p (s ⊩∗ ρ(τ⃗))となる．s := r ⩽ p

とすれば r ⊩∗ψ(τ⃗) & r ⊩∗ ρ(τ⃗)を得る．よって r ⊩∗ψ(τ⃗) ∧ ρ(τ⃗) i.e. r ⊩∗φ(τ⃗)．
Induction-¬. (このステップで I.H. は不要である．) φ(τ⃗) が ¬ψ(τ⃗) のとき．(1): p ⊩∗ φ(τ⃗)，つまり

p ⊩∗ ¬ψ(τ⃗) を仮定せよ．(2) を示すため，r ⩽ p を勝手に取る．r ⊩∗ ¬ψ(τ⃗) を示したい．背理法．
r ̸⊩∗¬ψ(τ⃗)とすると，定義によって ∃q ⩽ r (q ⊩∗ψ(τ⃗))である．このような q を取れ．q ⩽ r ⩽ pより
q ⩽ pである．一方，(1)より ∀s ⩽ p (s ̸⊩∗ψ(τ⃗))．特に s := q をとれば q ̸⊩∗ψ(τ⃗)．これは q の取り方
に反する．

Induction-∃. (このステップで I.H. は不要である．) φ(τ⃗) が ∃xψ(x, τ⃗) のとき．(1): p ⊩∗ φ(τ⃗)，つま
り p ⊩∗ ∃xψ(x, τ⃗) を仮定せよ．(2) を示すため，r ⩽ p を勝手に取る．r ⊩∗ ∃xψ(x, τ⃗) を示したい．
そのためには，E := {u ⩽ r : ∃π ∈ VP (u ⊩∗ ψ(π, τ⃗))} d.b. r を示せばよい．今，仮定 (1) より
E+ := {u ⩽ p : ∃π ∈ VP (u ⊩∗ψ(π, τ⃗))} d.b. p なので，E+ d.b. p =⇒ E+ d.b. r =⇒ E d.b. r とな
りよい．ここで 1つ目の (⇒)は補題 14の (2)，2つ目の (⇒)は補題 14の (4)による．

(3) ⇒ (2) φの複雑さに関するメタな帰納法による．

Base-=. φ(τ⃗)が τ1 = τ2 のとき．D = {t ∈ P : t ⊩∗ τ1 = τ2} is d.b. pを仮定する．∀r ⩽ p (r ⊩∗ τ1 = τ2)

を示すため，r ⩽ pを任意に取って固定する．示すべきは r ⊩∗ τ1 = τ2，すなわち

∀⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 [S
r,τ2
π1,s1 is d.b. r] & ∀⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 [S

r,τ1
π2,s2 is d.b. r]. (16)

式 (16) の左側を示すため，⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 を任意に取り固定する．Sr,τ2π1,s1 is d.b. r を示したいが，補
題 14の (3)によると，そのためには

E :=
{
u ∈ P : Sr,τ2π1,s1 d.b.u

}
d.b. r (17)
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を示せば十分である．そのために v ⩽ r を任意に取り固定せよ (want: ∃t ⩽ v (t ∈ E))．v ⩽ r ⩽ pよ
り v ⩽ pである．D の densityより，ある t ⩽ v が存在して t ⊩∗ τ1 = τ2．よって，この tについて，
t ⩽ r で

∀⟨σ1, r1⟩ ∈ τ1 [S
t,τ2
σ1,r1 is d.b. t] & ∀⟨σ2, r2⟩ ∈ τ2 [S

t,τ1
σ2,r2 is d.b. t]. (18)

が成り立つ．この式の左側で特に ⟨σ1, r1⟩ := ⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 と置くことにより，St,τ2π1,s1 is d.b. tを得る．
t ⩽ rより St,τ2π1,s1 ⊆ Sr,τ2π1,s1 なので，補題 14の (1)より Sr,τ2π1,s1 is d.b. tを得る．よって t ∈ E．t ⩽ vと
合わせて，結果を得る．対称性より，式 (16) の右側も同様に示せる．

Base-∈. D = {t ∈ P : t ⊩∗ τ1 ∈ τ2} is d.b. pを仮定する．∀r ⩽ p (r ⊩∗ τ1 ∈ τ2)を示すため，r ⩽ pを任意
に取って固定する．示すべきは r ⊩∗ τ1 ∈ τ2，すなわち，T rτ1,τ2 is d.b. r．これを示したいのだが，補
題 14の (3)によると，そのためには

E :=
{
u ∈ P : T rτ1,τ2 d.b.u

}
d.b. r (19)

を示せば十分である．そのために v ⩽ r を任意に取り固定せよ (want: ∃t ⩽ v (t ∈ E))．v ⩽ r ⩽ p

より v ⩽ p である．D の density より，ある t ⩽ v が存在して t ⊩∗ τ1 ∈ τ2．よって，この t につ
いて，t ⩽ r で T tτ1,τ2 is d.b. t が成り立つ．t ⩽ r より T tτ1,τ2 ⊆ T rτ1,τ2 なので，補題 14 の (1) より
T rτ1,τ2 is d.b. tを得る．よって t ∈ E．t ⩽ v と合わせて，結果を得る．

Induction-∧. φ(τ⃗)が ψ(τ⃗) ∧ ρ(τ⃗)のとき．I.H. は{
Dψ := {r ⩽ p : r ⊩∗ψ(τ⃗)} d.b. p =⇒ ∀s ⩽ p (s ⊩∗ψ(τ⃗)),

Dρ := {r ⩽ p : r ⊩∗ ρ(τ⃗)} d.b. p =⇒ ∀s ⩽ p (s ⊩∗ ρ(τ⃗)).
(20)

(3): D := {r ⩽ p : r ⊩∗ψ(τ⃗)∧ρ(τ⃗)} d.b. p，つまり {r ⩽ p : r ⊩∗ψ(τ⃗) & r ⊩∗ ρ(τ⃗)} d.b. pを仮定せよ．
明らかにD = Dψ ∩Dρ である．よって補題 14の (1)よりDψ ∩Dρ d.b. p & Dψ ∩Dρ ⊆ Dψ =⇒ Dψ

d.b. p となる．同じくして Dρ d.b. p．I.H. より，∀s ⩽ p (s ⊩∗ ψ(τ⃗)) & ∀s ⩽ p (s ⊩∗ ρ(τ⃗)) となり，
s := r とおけば r ⊩∗ψ(τ⃗) & r ⊩∗ψ(τ⃗)．つまり，r ⊩∗ψ(τ⃗) ∧ ρ(τ⃗)．つまり，r ⊩∗φ(τ⃗)．

Induction-¬. (このステップで I.H. は不要である．) 証明に先立って，ひとつ Claimを与える．
Claim 1. この補題でのような p, φ, τ⃗ について，p ⊩∗φ(τ⃗) =⇒ p ⊩∗¬¬φ(τ⃗)*4.
[∵] 対偶を示す．p ̸⊩∗¬¬φを仮定する (τ⃗ は省略する)．定義より，∃q ⩽ p (q ⊩∗¬φ)であり，
再び定義より ∃q ⩽ p (¬∃r ⩽ q (r ⊩∗ φ))を得る．つまり，¬∀q ⩽ p ∃r ⩽ q (r ⊩∗ φ)．つまり
{r ⩽ p : r ⊩∗ φ} is not d.b. p．既に示した ¬(3) ⇒ ¬(2)により，¬∀r ⩽ p (r ⊩∗ φ)．既に示
した ¬(2) ⇒ ¬(1)により，p ̸⊩∗φ． □(Claim 1)

φ(τ⃗) が ¬ψ(τ⃗) のとき．(3): D := {u ⩽ p : u ⊩∗ ¬ψ(τ⃗)} d.b. p を仮定する．(2) を示したいが，既
に (1) ⇒ (2) を示しているので，(1): p ⊩∗ φ(τ⃗)，つまり p ⊩∗ ¬ψ(τ⃗) を示せば十分である．背理法．
p ̸⊩∗¬ψ(τ⃗)から矛盾を導く．⊩∗の定義から ∃q ⩽ p (q ⊩∗ ψ(τ⃗))である．この q ⩽ pについて，Claim

1 より q ⊩∗ ¬(¬ψ(τ⃗)) である．再び ⊩∗の定義から ∀s ⩽ q (s ̸⊩∗ ¬ψ(τ⃗)) · · · (∗) を得る．一方，D の
densityより，ある u ⩽ q が存在して u ⊩∗¬ψ(τ⃗)である．これは (∗)に反する．

Induction-∃. (このステップで I.H. は不要である．) φ(τ⃗) が ∃xψ(x, τ⃗) のとき．(3): D := {t ⩽ p :

t ⊩∗ ∃xψ(x, τ⃗)} d.b. p を仮定する．(2) を示すため，r ⩽ p を固定する．r ⊩∗ φ(τ⃗)，すなわち
r ⊩∗ ∃xψ(x, τ⃗) を示したい．そのためには E := {q ⩽ r : ∃σ ∈ VP (q ⊩∗ ψ(σ, τ⃗))} d.b. r，すな

*4 逆は系 17で示す．
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わち ∀s ⩽ r ∃q ⩽ s∃σ ∈ VP (q ⊩∗ ψ(σ, τ⃗)) · · · (∗∗) を言えばよい．s ⩽ r を勝手に取り固定せ
よ．D の density より，u ⩽ s で u ⊩∗ ∃xψ(x, τ⃗) なるものがある．∃ に関する ⊩∗の定義より，
∀v ⩽ u∃w ⩽ v ∃π ∈ VP (w ⊩∗ψ(π, τ⃗))である．v := uとして存在が保証される w ⩽ v (= u), π ∈ VP

を q, σ とせよ．q ⩽ u ⩽ sより q ⩽ sなので，これらを証拠に (∗∗)が成り立つのでよい．

� �
� �系 17. 補題 16の記法のもと，任意の p ∈ Pに対して，p ⊩∗φ(τ⃗) ⇐⇒ p ⊩∗¬¬φ(τ⃗).

証明. (⇒)は既に Claim 1で示した．(⇐)を示すため，p ⊩∗ ¬¬φを仮定する．⊩∗の定義を用いて，¬∃q ⩽
p (q ⊩∗ ¬φ)，再び ⊩∗の定義から ¬∃q ⩽ p (¬∃r ⩽ q (r ⊩∗ φ))を得る．つまり ∀q ⩽ p ∃r ⩽ q (r ⊩∗ φ)．つま
り，{r ⩽ p : r ⊩∗φ} is d.b. pである．補題 16の (3) ⇒ (1)より p ⊩∗φを得る．� �
� �系 18. 補題 16の記法のもと，任意の p ∈ Pに対して，∃q ⩽ p (q ⊩∗¬φ(τ⃗)) ⇐⇒ p ̸⊩∗φ(τ⃗).

証明. (⇒): q ⩽ p & q ⊩∗¬φ で p ⊩∗φなら，拡大補題 (補題 16の (1) ⇒ (2))により，q ⊩∗φ となり，これ
は補題 12に反する．(⇐): p ̸⊩ φなら，系 17 より p ̸⊩∗¬(¬φ)となり，⊩∗の定義より ¬¬∃q ⩽ p (q ⊩∗¬φ)
となり，結果を得る．� �

� �

補題 19. φ(x, y)を，x = y ないし x ∈ y の形の論理式とする．M |= ⌜ZFC⌝を (可算とは限らない)を
推移的モデル，P ∈M, G : (M,P)-generic, τ1, τ2 ∈MP とする．このとき，

(1) 任意の p ∈ Pについて， [ p ∈ G & ( p ⊩∗φ(τ1, τ2))M =⇒ M [G] |= φ(τ1G, τ
2
G) ],

(2) M [G] |= φ(τ1G, τ
2
G) =⇒ ∃p ∈ G ( p ⊩∗φ(τ1, τ2))M .

証明. 原子論理式に関する ⊩∗は，補題のようなM に対し絶対的なので，肩のM はあってもなくても同値で
あることに注意せよ．以下で，肩にM がない命題を示す．φ(x, y)が x = y のときについての (1),(2)を順に
示し，その後に φ(x, y)が x ∈ y のときについての (1),(2)を順に示す．

(1-=). φ(x, y) が x = y のとき (このケースでは補題 11 の R に関する超限帰納法を用いる)．p ∈ G

が p ⊩∗ τ1 = τ2 を満たしていると仮定する．示すべきは M [G] |= τ1G = τ2G，すなわち，τ1G = τ2G，
すなわち τ1G ⊆ τ2G & τ1G ⊇ τ2G である．まず τ1G ⊆ τ2G を示す．x ∈ τ1G を勝手に取り固定せよ．定
義より τ1G = {πG : ∃s ∈ G (⟨π, s⟩ ∈ τ1)} であるから，ある s ∈ G と π ∈ dom(τ1) が存在して
⟨π, s⟩ ∈ τ1 & x = πG である．この s, π を固定せよ．示したいのは x ∈ τ2G，すなわち πG ∈ τ2G であ
る．p, s ∈ Gと Gの filter性より，ある r ∈ Gが存在して r ⩽ p, sが成り立つ．この r ∈ Gを固定せ
よ．r ⩽ pと p ⊩∗ τ1 = τ2 より，拡大補題 (補題 16の (1) ⇒ (2))から r ⊩∗ τ1 = τ2 が成り立つ．等
号に関する ⊩∗の定義より，∀⟨σ, t⟩ ∈ τ1[Sr,τ2σ,t d.b. r] が成り立つ．特に ⟨σ, t⟩ := ⟨π, s⟩ ∈ τ1 を選べば，
Sr,τ2π,s d.b. r が成り立つ．r ∈ Gと合わせて，補題 15の (2)より，G ∩ Sr,τ2π,s ̸= ∅である．よって，元
q ∈ G ∩ Sr,τ2π,s が取れる．これを固定せよ．q ∈ Sr,τ2π,s より，

q ⩽ r & q ⩽ s→ ∃⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 (q ⩽ s2 & q ⊩∗π = π2) (21)

が成り立つ．q ⩽ r ⩽ s より q ⩽ s が従うので，上のような π2, s2 が取れる．これを固定せよ．

11



G ∋ q ⩽ s2 と G の filter 性より s2 ∈ G である．⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 と合わせて，π2
G ∈ τ2G が成り立つ．

今，π ∈ dom(τ1) & π2 ∈ dom(τ2) となっているので，⟨π, π2⟩R ⟨τ1, τ2⟩ である．したがって I.H.:

“q ∈ G & q ⊩∗ π = π2 =⇒ πG = π2
G”が使えて πG = π2

G である．直上で示した π2
G ∈ τ2G と合わせて

πG ∈ τ2G，すなわち x ∈ τ2G を得る．τ1G ⊇ τ2G も同様．
(2-=). φ(x, y) が x = y のとき (このケースでは補題 11 の R に関する超限帰納法を用いる)．M [G] |=

τ1G = τ2G，すなわち τ1G = τ2G を仮定せよ．p ⊩∗ τ1 = τ2 なる p ∈ Gを見出したい．

D := {p ∈ P : Ψ(p) ∨ Φ1(p) ∨ Φ2(p)}, where (22)

Ψ(p) :⇐⇒ p ⊩∗ τ1 = τ2,

Φ1(p) :⇐⇒ ∃⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 [ p ⩽ s1 & ∀⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 ∀q ∈ P ((q ⩽ s2 & q ⊩∗π1 = π2) → q⊥ p)],

Φ2(p) :⇐⇒ ∃⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 [ p ⩽ s2 & ∀⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 ∀q ∈ P ((q ⩽ s1 & q ⊩∗π2 = π1) → q⊥ p)]

(23)

とせよ．D の定義に用いられている概念のM に対する絶対性より，D ∈M である．
Claim 2. ∀p ∈ G [¬Φ1(p) & ¬Φ2(p)].

[∵] p ∈ Gを固定せよ．Φ1(p)から矛盾を導く．Φ1(p)の証拠となるような π1 ∈ dom(τ1)と
s1 ∈ rng(τ1)を固定せよ．G ∋ p ⩽ s1 と Gの filter性より s1 ∈ Gである．⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 と
s1 ∈ Gより π1

G ∈ τ1G を得る．これと補題の仮定 τ1G = τ2G より π1
G ∈ τ2G である．y := π1

G と
せよ．y ∈ τ2G = {π2

G : ∃s2 ∈ G (⟨π2, s2⟩ ∈ τ2)}なので，ある π2 ∈ dom(τ2)と s2 ∈ Gが存在
して y = π2

G である．この π2, s2 を固定せよ．y = π1
G より π1

G ∈ τ2G を得る．(y =)π1
G = π2

G

で ⟨π1, π2⟩R ⟨τ1, τ2⟩なので，I.H.: “M [G] |= π1
G = π2

G =⇒ ∃q0 ∈ G (q0 ⊩∗ π1 = π2)” が使
えて，∃q0 ∈ G (q0 ⊩∗ π1 = π2) が成り立つ．このような q0 ∈ G を固定せよ．q0, s2 ∈ G と
G の filter 性より，ある q ∈ G があって q ⩽ q0, s2 である．このような q ∈ P を固定せよ．
q ⩽ q0 と拡大補題 (補題 16の (1) ⇒ (2))から q ⊩∗π1 = π2 である．今，Φ1(p)が成り立って
いるので，これらの ⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 と q ∈ Pに対して，q ⩽ s2 & q ⊩∗π1 = π2 となっているこ
とから q⊥ pを得る．しかし，p, q ∈ Gと Gの filter性より q ⊥̸ pであるから，これは矛盾．
p ∈ G→ ¬Φ2(p)も同様である． □(Claim 2)

さて，もしも ∀p ∈ G (¬Ψ(p))ならば，Claim 2と合わせて ∀p ∈ G [¬Ψ(p) ∧¬Φ1(p) ∧¬Φ2(p)]，すな
わち ∀p ∈ G (p /∈ D)となり，G ∩D = ∅である．

Claim 3. D is dense in P.
[∵] ∀q ∈ P ∃p ⩽ q (p ∈ D)を示せばよい．q ∈ Pを任意に取り固定せよ．もしも q ⊩∗ τ1 = τ2

となっていれば，Ψ(q)なので，p := q を証拠に p ∈ D となっているのでよい．q ̸⊩∗ τ1 = τ2

となっているとき．等号に関する ⊩∗の定義より，

∃⟨π1, s1⟩ ∈ τ1
[
Sq,τ

2

π1,s1
is not d.b. q

]
or ∃⟨π2, s2⟩ ∈ τ2

[
Sq,τ

1

π2,s2
is not d.b. q

]
(24)

が成り立つ．前半が成り立つとして，そのような ⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 を固定せよ · · · (∗)．
Sq,τ

2

π1,s1
is not d.b. q より，∃p ⩽ q ∀u ⩽ p (u /∈ Sq,τ

2

π1,s1
)，すなわち，ある p ⩽ q が存在して

∀u ⩽ p [u ⩽ s1 & ∀⟨σ, t⟩ ∈ τ2 ¬(u ⩽ t & u ⊩∗π1 = σ)] (25)

が成り立っている．このような p ⩽ q を固定せよ．この p が Φ1 を満たすことを確認でき
れば，p ∈ D となるのでよい．Φ1(p) を確認する．そのためには，その証拠となるような
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⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 をこしらえる必要があるが，既に (∗) で固定した ⟨π1, s1⟩ ∈ τ1 がそのような
ものであることを示す．まず，式 (25) で特に u := p と置くことによって，p ⩽ s1 を得る．
p ⩽ s1 はこれで OKなので，残りの

∀⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 ∀r ∈ P ((r ⩽ s2 & r ⊩∗π1 = π2) → r⊥ p) (26)

を示せばよい．⟨π2, s2⟩ ∈ τ2 と r ∈ Pを任意に固定し，

(r ⩽ s2 & r ⊩∗π1 = π2) → r⊥ p (27)

を示す．前件を仮定する．仮に r ⊥̸ p であったとしよう．すると s ⩽ r, p なる s ∈ P がとれ
る．式 (25) で特に u := s, ⟨σ, t⟩ := ⟨π2, s2⟩ とすることで s ̸⩽ s2 or s ̸⊩∗ π1 = π2 を得る．
前半はあり得ない：s ⩽ r ⩽ s2 だから．後半もあり得ない：r ⊩∗π1 = π2 と s ⩽ rより，拡大
補題 (補題 16の (1) ⇒ (2))から s ⊩∗ π1 = π2 が従うから．以上から Φ1(p)．よって p ∈ D

である．同じくして，式 (24)の後半からは Φ2(p)が従い，p ⩽ q & p ∈ D となるので，これ
で D の densityが確かめられた． □(Claim 3)

Claim 3 と G の genericity より，G ∩ D ̸= ∅ である．したがって Claim 2 の直後の議論の仮定
∀p ∈ G (¬Ψ(p))は棄却され，∃p ∈ GΨ(p)，すなわち ∃p ∈ G (p ⊩∗ τ1 = τ2)が結論する．

(1-∈). φ(x, y)が x ∈ y のとき．p ∈ Gが p ⊩∗ τ1 ∈ τ2 を満たすと仮定する．定義により，T pτ1,τ2 is d.b. p

である．p ∈ Gと合わせて，補題 15の (2)より G ∩ T pτ1,τ2 ̸= ∅である．元 q ∈ G ∩ T pτ1,τ2 を取り固
定せよ．q ∈ T pτ1,τ2 より，∃⟨π, s⟩ ∈ τ2 (q ⩽ s & q ⊩∗ π = τ1)である．この π, sについて，G ∋ q ⩽ s

と Gの filter性より s ∈ Gである．⟨π, s⟩ ∈ τ2 と合わせて πG ∈ τ2G を得る．q ∈ Gで q ⊩∗ π = τ1 な
ので (1-=)より πG = τ1G を得る．よって τ1G ∈ τ2G，つまりM [G] |= τ1G ∈ τ2G となりよい．

(2-∈). φ(x, y) が x ∈ y のとき．M [G] |= τ1G ∈ τ2G，つまり τ1G ∈ τ2G を仮定する．τ2G = {πG : ∃s ∈
G (⟨π, s⟩ ∈ τ2)} なので，ある s ∈ G と π ∈ dom(τ2) が取れて πG = τ2G が成り立つ．この s, π を固
定せよ．(2-=) より，ある r ∈ G が取れて r ⊩∗ π = τ2 が成り立つ．r, s ∈ G と G の filter 性より，
ある p ∈ Gが存在して p ⩽ r, sである．この pが p ⊩∗ τ1 ∈ τ2 を満たすことを示す．そのためには，
T pτ1,τ2 = {q ⩽ p : ∃⟨π, s⟩ ∈ τ2 (q ⩽ s & q ⊩∗π = τ1)} is d.b. p，すなわち ∀u ⩽ p∃q ⩽ u (q ∈ T pτ1,τ2)

を示せばよい．u ⩽ pを勝手に取る．q := u，および既に固定した ⟨π, s⟩ ∈ τ2 を証拠に q ∈ T pτ1,τ2 と
なっている．何となれば，q = u ⩽ p ⩽ sより q ⩽ sは OK. r ⊩∗ π = τ1 で，q = u ⩽ p ⩽ r なので，
拡大補題 (補題 16の (1) ⇒ (2))から q ⊩∗π = τ1 も OK. したがって q ∈ T pτ1,τ2 である．

6 Definability Lemmaと Truth Lemma� �

� �

補題 20. φ(x1, . . . , xn) を L 論理式とする．M |= ⌜ZFC⌝ を (可算とは限らない) 推移的モデル，
P ∈M, G : (M,P)-generic, τ⃗ ∈MP とする．このとき，

(1) 任意の p ∈ Pについて， [ p ∈ G & ( p ⊩∗φ(τ⃗))M =⇒ M [G] |= φ(τ⃗G) ],

(2) M [G] |= φ(τ⃗G) =⇒ ∃p ∈ G ( p ⊩∗φ(τ⃗))M .
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証明. φ の複雑さに関するメタな帰納法で，(1) と (2) を同時に示す．正確を期すと，(1)(2) をそれぞれ
(1)φ,τ⃗ , (2)φ,τ⃗ ,と書くことにして，メタ命題 Φ(φ): “任意の τ⃗ について，(1)φ,τ⃗ かつ (2)φ,τ⃗”を φの複雑さに
関する帰納法で示すのである．φが原子論理式のときについては補題 19で示してあるので，帰納法のステッ
プのみを示せばよい．以下の議論で τ⃗ は省略する．

Induction-∧. φ が ψ ∧ ρ のとき．まず (1) を示す．そのために任意に p ∈ G を固定し，(p ⊩∗ φ)M を仮
定せよ (want: M [G] |= φ)．(p ⊩∗ φ)M とは (p ⊩∗ ψ ∧ ρ)M，すなわち (p ⊩∗ ψ & p ⊩∗ ρ)M，す
なわち (p ⊩∗ ψ)M & (p ⊩∗ ρ)M のことである．I.H. より M [G] |= ψ & M [G] |= ρ を得る．した
がって M [G] |= ψ ∧ ρ，すなわち M [G] |= φ となりよい．次に (2) を示す．M [G] |= φ を仮定せ
よ．M [G] |= ψ ∧ ρ なのでM [G] |= ψ & M [G] |= ρ である．I.H. より，ある r, s ∈ G が存在して
(r ⊩∗ ψ)M & (s ⊩∗ ρ)M である．G の filter 性より，ある p ∈ G が存在して p ⩽ r, s が成り立つ．
⟨P,⩽,1⟩ ∈ M より (p ⩽ r)M である．M |= ⌜ZFC⌝ であるから，拡大補題 (補題 16) の議論は M

の中で展開できる．したがって，M の中で M の元に関して補題 16 が成り立つので，(p ⩽ r)M と
(r ⊩∗ψ)M を合わせて (p ⊩∗ψ)M を得る．同様に (p ⊩∗ ρ)M であるから (p ⊩∗ψ & p ⊩∗ ρ)M，すなわ
ち (p ⊩∗ψ ∧ ρ)M，すなわち (p ⊩∗φ)M を得る．

Induction-¬. φ が ¬ψ のとき．まず (1) を示す．そのために任意に p ∈ G を固定し，(p ⊩∗ φ)M を仮定
せよ (want: M [G] |= φ，すなわち M [G] ̸|= ψ)．背理法．M [G] |= ψ だったとせよ．ψ についての
I.H.(2) より，ある r ∈ G が存在して (r ⊩∗ ψ)M が成り立つ．G の filter 性より，ある q ∈ G が存
在して q ⩽ r, p が成り立つ．(r ⊩∗ ψ)M と M の中での拡大補題から (q ⊩∗ ψ)M を得る．以上より
(∃q ⩽ p (q ⊩∗ψ))M である．一方，¬に関する ⊩∗の定義より，(p ⊩∗¬ψ)M とは (¬∃q ⩽ p (q ⊩∗ψ))M

のことであるから，矛盾である．次に (2)を示す．M [G] |= φ，すなわちM [G] ̸|= ψを仮定せよ (want:

∃p ∈ G (p ⊩∗¬ψ)M )．D := {p ∈ P : (p ⊩∗ψ)M or (p ⊩∗¬ψ)M}とせよ．M に相対化された ⊩∗のM

に対する絶対性よりD ∈M である．またDは P で denseである [何となれば：∀q ∈ P ∃p ⩽ q (p ∈ D)

を示せばよい．q ∈ Pを勝手に取れ．(q ⊩∗ψ)M となっていれば p := q を証拠に p ⩽ q, p ∈ D なので
OK. (q ⊩∗ψ)M でないとき，(q ̸⊩∗ψ)M なので，系 17から (q ̸⊩∗¬¬ψ)M となり，¬に関する ⊩∗の定
義より ∃p ⩽ q (p ⊩∗¬ψ)を得る．この pを証拠に p ⩽ q, p ∈ D となるのでよい ]．Gの genericityよ
り G ∩D ̸= ∅を得る．そこで p ∈ G ∩D を勝手に取れ．(p ⊩∗ ψ)M であるか (p ⊩∗ ¬ψ)M であるか
のどちらかである．前半とすると矛盾する [何となれば：(p ⊩∗ψ)M ならば，ψ に関する I.H.(1)より，
M [G] |= ψ であるが，これは仮定に反する]．よって後半の (p ⊩∗¬ψ)M が成り立つのでよい．

Induction-∃. φ が ∃xψ(x) のとき．まず (1) を示す．そのために任意に p ∈ G を固定し，(p ⊩∗ φ)M を
仮定せよ (want: M [G] |= ∃xψ(x))．仮定と ∃ に関する ⊩∗の定義より ({q ⩽ p : ∃σ ∈ VP (q ⊩∗

ψ(σ))} d.b. p)M すなわち，D := {q ⩽ p : ∃σ ∈MP (q ⊩∗ψ(σ))M} d.b. p．また，絶対性よりD ∈M

が成り立つ．Gの genericityおよび p ∈ Gを合わせて，補題 15の (2)より G ∩D ̸= ∅を得る．そこ
で q ∈ G ∩D を勝手に取り固定せよ．q ∈ D より，∃σ ∈ MP (q ⊩∗ψ(σ))である．q ∈ Gと合わせて，
ψ に関する I.H.(1) よりM [G] |= ψ(σG) である．σG ∈ M [G] なのでM [G] |= ∃xψ(x) である．次に
(2)を示す．M [G] |= φ，すなわちM [G] ̸|= ∃xψ(x)を仮定せよ．すると，ある a ∈ M [G]が存在して
M [G] |= ψ(a)であるが，M [G]の元は何らかの τ ∈MP を用いて τG と書けるので，何らかの σ ∈MP

が存在して a = σGである．この σ ∈MPを固定せよ．よってM [G] |= ψ(σG)．ψに関する I.H.(2) よ
り，ある p ∈ Gが存在して (p ⊩∗ψ(σ))M が成り立つ．すると {q ⩽ p : ∃σ ∈MP (q ⊩∗ψ(σ))M} d.b. p

である [何となれば：r ⩽ pを勝手に取れ．q := rおよび先に固定した σを証拠に (q ⊩∗ψ(σ))M となる
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のでよい．ここに，拡大補題を用いた]．したがって [{q ⩽ p : ∃σ ∈ VP (q ⊩∗ψ(σ))} d.b. p]M である．
すなわち，(p ⊩∗∃xψ(x))M である．

� �

� �

定理 21 (定義可能性補題，Definability Lemma, Forcing Theorem B).

論理式 φ(v1, . . . , vn)を，自由変数が高々ここに表示したものだけであるような，2項関係記号 ∈のみ
からなる集合論の言語 Lのメタな論理式であるとする．このとき，ちょうど n + 4個の自由変数を持つ
メタな L-論理式 Φ(v01, . . . , v0n, v11, v12, v13, v2) が具体的に書き下せて，以下の文 (∗)がベースとなる
理論 T から証明可能である：
(∗) 任意の ctmM |= ⌜ZFC⌝と poset ⟨P,⩽,1⟩ ∈M, p ∈ P, P-name τ1, . . . , τn ∈MP について，

p ⊩P,⩽,1,Mφ(τ1, . . . , τn) ⇐⇒ M |= ⌜Φ⌝[ τ1, . . . , τn,P,⩽,1, p ]. (28)

証明. 求めるΦは，定義 8で構成した Force∗φである．このことを確認しよう．以下，Φ(τ1, . . . , τn,P,⩽,1, p)
を p ⊩∗φと略記することにする．
(⇐=) 右辺，つまり (p ⊩∗ φ)M を仮定せよ．p ⊩ φを示すために，任意の (M,P)-generic filter Gをとり，
p ∈ Gを仮定する．示すべきはM [G] |= φであるが，それは補題 20の (1)より明らか．
(=⇒) 左辺，つまり p ⊩ φを仮定する．D := {r ⩽ p : (r ⊩∗φ)M}とせよ．D ∈M である．

Claim 4. D is dense below p.

[∵]背理法．∃q ⩽ p ∀r ⩽ q (r /∈ D)を仮定し，このような q ⩽ pを固定せよ．(∀r ⩽ q (r¬ ⊩∗φ))M

なので，系 17 より (∀r ⩽ q (r¬ ⊩∗ ¬¬φ))M である．¬ に関する ⊩∗の定義より (∀r ⩽ q ∀s ⩽
r (s ⊩∗ ¬φ))M なので，r := q, s := r = q として (q ⊩∗ ¬φ)M を得る．既に示した (⇐=) より
q ⊩∗¬φである．Rasiowa-Sikorskiの補題によると，q ∈ Gを満たす (M,P)-generic filter G が存
在する．q ⊩∗¬φと合わせてM [G] ̸|= φとなる．しかし，G ∋ q ⩽ pと Gの filter性より p ∈ G

で，定理の仮定より p ⊩ φなので，M [G] |= φである．これは矛盾． □(Claim 4)

いま，D d.b. p =⇒ ({r ⩽ p : r ⊩∗φ} d.b. p)M =⇒ (p ⊩∗φ)M である．ここに，2つ目の (⇒)は補題 16の
(2) ⇒ (1)による．このことと Claim 4を合わせて (p ⊩∗φ)M を得る．� �

� �

定理 22 (真理補題，Truth Lemma, Forcing Theorem A).

論理式 φ(v1, . . . , vn)を，自由変数が高々ここに表示したものだけであるような，2項関係記号 ∈のみ
からなる集合論の言語 Lのメタな論理式であるとする．このとき，以下の文 (⋆)がベースとなる理論 T

から証明可能である：
(⋆) 任意の ctmM |= ⌜ZFC⌝ と poset ⟨P,⩽,1⟩ ∈ M, (M,P)-generic filter G, P-name τ1, . . . , τn ∈
MP について，

M [G] |= φ(τ1G, . . . , τ
n
G) ⇐⇒ ∃p ∈ G [ p ⊩P,⩽,1,Mφ(τ1, . . . , τn) ]. (29)

証明. (=⇒): M [G] |= φなら，補題 20の (2)より ∃p ∈ G (p ⊩∗φ)M で，定理 21の (⇐)より ∃p ∈ G (p ⊩ φ)

を得る．(⇐=): p ⊩ φ となるような p ∈ Gを固定すると，Gの genericityと ⊩の定義より，p ∈ Gから直ち
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にM [G] |= φが得られる．� �

� �

系 23. 定理 21の記法のもと，S := {p ∈ P : p ⊩P,⩽,1,Mφ(τ1, . . . , τn)} ∈M はM で定義可能な集合で
ある．ここで一般に，集合 v ⊆ u, u ̸= ∅に対し，v が uで定義可能であるとは，あるメタな L-論理式
ψ(x, x1, . . . , xn)と a1, . . . , an ∈ u が存在して v = {x ∈ u : ⟨u,∈⟩ |= ψ(x, a1, . . . , an)}が成り立つこと
をいう．

証明. ψ(x, a1, . . . , an+3)として Force∗φ(τ
1, . . . , τn,P,⩽,1, x)∧x ∈ P∧ “M |= ⌜ZFC⌝”∧ etc. をとれば，定

理 21より，S は {x ∈ M : M |= Force∗φ(τ
1, . . . , τn,P,⩽,1, x) ∧ x ∈ P ∧ etc.}と等しいのでよい．S ∈ M

は，M で分出公理が成り立っていることによる．
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