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初等的部分モデルを用いた見通しの良い証明もありますが (今度書くかも？)，ここでは愚直にやります．

定義 1. 集合族 Aが ∆-システムであるとは，

∃r ∀x, y ∈ A (x ̸= y → x ∩ y = r) (1)

が成り立つことをいう．集合 r は ∆-システム Aの根と呼ばれる．

定理 2. κ を無限基数，θ (> κ) を正則基数で ∀ζ < θ (|ζ<κ| < θ) が成り立つものとする．このとき，条件

|A| ⩾ θ, ∀x ∈ A (|x| < κ) を満たす任意の集合族 A に対して，|B| = θ なる ∆-システム B (⊆ A) が存在

する．

Proof. |A0| = θ なる A0 ⊆ Aを任意にとり固定する．定理の仮定より，
∪
A0 は濃度 < κ (< θ)の集合の θ

個の和なので，|
∪
A0| ⩽ θ である．よって，単射 j :

∪
A0 ↪→ θ がとれる．A0 の任意の要素 x について，

j[x] ⊆ θ は整列集合であり，定理の仮定より type(j[x]) < κが成り立つ (ここに type(·)は整列集合の順序型
を表すものとする)．各順序数 γ < κに対し，A(γ) := {x ∈ A0 : type(j[x]) = γ} (⊆ A0)と定める．

Claim 1. ∃γ < κ (|A(γ)| = θ).

[∵] 背理法．∀γ < κ (|A(γ)| ̸= θ)とする．∀γ < κ (A(γ) ⊆ A0)なので，∀γ < κ (|A(γ)| ⩽ θ)である．

したがって ∀γ < κ (|A(γ)| < θ)となる．すると

θ = |A0| =

∣∣∣∣∣ ∪
γ<κ

A(γ)

∣∣∣∣∣ < θ (2)

となって矛盾する．ここに，右辺の不等号は，その左辺が濃度 < θの集合の κ (< θ)個の和であり，か

つ θ が正則基数であることから，[?]の定理 I.13.11(1)により従う． □(Claim 1)

Claim 1で存在が保証される γ のうちの一つを適当に固定し，γ∗ とする．その上で A1 を以下に定める：

A1 := A(γ∗) (= {x ∈ A0 : type(j[x]) = γ∗} ⊆ A0 ⊆ A). (3)

Claim 2. j [
∪
A1]は θ で非有界である．すなわち，∀α < θ ∃β ∈ j [

∪
A1] (α ⩽ β).

[∵] α を任意にとり固定する．まず，仮に ∀x ∈ A1 (j[x] ⊆ α) ならば，|j[x]| < κ に注意して，
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∀x ∈ A1 (j[x] ∈ [α]<κ)．よって {j[x] : x ∈ A1} ⊆ [α]<κ．両辺の濃度を計算する．左辺について．j

の単射性と |A1| = θ に注意すると，左辺の濃度は θ．右辺について．α < ω のとき有限となり，矛

盾．α ⩾ ω のとき．ℵ0 ⩽ κ ⩽ |α| なら，定理の仮定を用いて |[α]<κ| = |α|<κ = ||α|<κ| < θ．こ

れも矛盾．|α| < κ < θ なら，同じく定理の仮定を用いると，|(右辺)| = |P(α)| =
∣∣∣∪λ⩽|α|[α]

λ
∣∣∣ =

supλ⩽|α| |α|λ = |α|<|α|+ ⩽ ||α|<κ| < θ となり矛盾．したがって，∃x ∈ A1 (j[x] ̸⊆ α)，つまり

∃x ∈ A1 ∃β ∈ j[x] (β /∈ α)．j[x] ⊆ j [
∪
A1]に注意して，∃x ∈ A1 ∃β ∈ j [

∪
A1] (α ⩽ β)．　　　　

　　 □(Claim 2)

各 x ∈ A1 について，j[x] ⊆ θ の下から ξ (< γ∗)番目の要素を j[x](ξ)で表すことにする．

Claim 3. ∃ξ < γ∗ ({j[x](ξ) : x ∈ A1}は θで非有界)．すなわち，

∃ξ < γ∗ ∀α < θ ∃x ∈ A1 (α ⩽ j[x](ξ)). (4)

[∵] 背理法．∀ξ < γ∗ ∃α < θ ∀x ∈ A1 (j[x](ξ) < α) を仮定する．各 ξ (< γ∗)ごとに存在が保証される

α (< θ)のうちの適当な一つを αξ で表すことにする．これにより，∀x ∈ A1 (j[x](ξ) < αξ)を満たす

集合 X = {αξ : ξ < γ∗} ⊆ θ を得る．このとき，supX は {j[x](ξ) : x ∈ A1, ξ < γ∗} = j [
∪

A1]の上

界となる．今，θ は正則で γ∗ < θ なので，supX < θ でなければならない．以上の考察より j [
∪

A1]

は θ で有界となる．これは Claim 2に反する． □(Claim 3)

Claim 3 で存在が保証される ξ のうち最小のものを ξ∗ とする (ξ∗ = 0 となることもあり得る)．最小性よ

り，η < ξ∗ では {j[x](η) : x ∈ A1} は θ で有界であることに注意する．すると，θ の正則性と合わせて

α∗ := sup{j[x](η) + 1: x ∈ A1, η < ξ∗} について，α∗ < θ となる．また，定義より明らかに次が成り立つ：

∀x ∈ A1 ∀η < ξ∗ (j[x](η) < α∗). (5)

θ までの超限再帰によって，A1 の元の列 ⟨xµ : µ < θ⟩を以下を満たすように定義する：

j[xµ](ξ∗) > max(α∗, sup{j[xν ](η) : η < γ∗, ν < µ}). (6)

{j[x](ξ∗) : x ∈ A1}は θ で非有界，θ は正則なので，これは可能である*1．その上で，A2 := {xµ : µ < θ} (⊆
A1 ⊆ A0 ⊆ A)と定める．⟨j[xµ](ξ∗) : µ < θ⟩は真の上昇列で j は単射なので，xµ はそれぞれ互いに異なる．

よって |A2| = θ である．

Claim 4. ∀x, x′ ∈ A2 (x ̸= x′ → j[x] ∩ j[x′] ⊆ α∗).

[∵] x = xµ, x
′ = xν , (µ > ν)とする．まず，任意の η ⩾ ξ∗に対して，j[xµ](η)は j[xµ]と j[xν ]の共通元

とはなりえない．何となれば，η ⩾ ξ∗ならば，任意の β < γ∗に対して j[xµ](η) ⩾ j[xµ](ξ∗) > j[xν ](β)

である．ここに，“ ⩾” は η ⩾ ξ∗ と記法 j[·](·) の定め方により，“>” は列 ⟨xµ : µ < θ⟩ の定義によ
る．したがって β < γ∗ が如何に走ろうとも j[xν ](β) は j[xµ](η) に一致し得ない．以上の考察よ

り，j[xµ] と j[xν ] の共通元になり得るのは j[xµ](η) (η < ξ∗) の形の元に限られる．式 (5) により，

j[xµ] ∩ j[xν ] ⊆ α∗． □(Claim 4)

集合 S := {j[x] ∩ α∗ : x ∈ A2}を考える．各 j[x] ∩ α∗ は α∗ の濃度 κ未満の和集合なので，S ⊆ [α∗]
<κ が

成り立つ．両辺の濃度を計算すると，定理の仮定より |S| < θ．鳩ノ巣論法により，ある集合 s (⊆ α∗) が存

*1 θ が正則でなければ，右辺の supが θ 以上になり得る．
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在して B := {x ∈ A2 : j[x] ∩ α∗ = s} の濃度が θ でなければならない．この B が ∆-システムであること

を見るために，互いに異なる x, y ∈ B をとる．x, y ∈ A2 なので，Claim 4 より j[x] ∩ j[y] ⊆ α∗．よって，

j[x]∩j[y] = (j[x]∩j[y])∩α∗ = (j[x]∩α∗)∩(j[y]∩α∗) = s∩s = s．いま，jは単射なので j[x∩y] = j[x]∩j[y]
が成り立つことに注意すれば，結局 j[x ∩ y] = s．両辺に j−1 を作用させ，x ∩ y = j−1[s]*2．よって B は
r = j−1[s]を根とする ∆-システムである．

系 3. Aを，有限集合からなる非可算な集合族とする．このとき，非可算な∆-システム B (⊆ A)が存在する．

Proof. 定理 2で κ = ω, θ = ω1 とせよ．
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*2 函数 f : X → Y が単射であれば，任意の A ⊆ X に対し f−1[f [A]] = A．
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