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本稿では，特に断りが無い場合 ZFCで議論する．

定義 1. 集合 xについて，その弱推移閉包 tcl(x)と強推移閉包 trcl(x)を以下に定める：

tcl(x) := {y : y ∈+x} = {y : y から xに至る長さ 1以上の ∈ -道が存在する }； (1)

trcl(x) := {y : y ∈∗x} = {y : y から xに至る長さ 0以上の ∈ -道が存在する } = {x} ∪ tcl(x). (2)

無限基数 κに対して，

Hκ := {x : |tcl(x)| < κ}． (3)

以下の補題と事実は証明無しに用いる．

補題 2. xを任意の集合とする．

(1) tcl(x)は推移的である．

(2) y ⊇ xが推移的ならば tcl(x) ⊆ y.

(3) xが推移的ならば tcl(x) = x.

(4) 集合 y について，x ∈ y ならば tcl(x) ⊆ tcl(y).

事実 3. (1) ZF ⊢ V = L → AC.

(2) Vω = Lω = Hω.

(3) θ > ℵ0 が正則基数ならば Lθ |= ZF− P +V = L.

(4) (下方 Löwenheim-Skolemの定理) Bを言語 Lの構造とする．max{|L|,ℵ0} ⩽ κ < |B|なる基数 κ

と |S| ⩽ κなる S ⊆ B を固定する．このとき，L-構造 Aで，A ≺ B, S ⊆ A, |A| = κなるものが存

在する．

(5) (集合版モストフスキ崩壊補題) 基礎の公理を仮定する．⟨A,∈⟩ |= 外延性公理ならば，推移的モデル
⟨M,∈⟩が存在し，同型 mos: ⟨A,∈⟩ ∼= ⟨M,∈⟩が成り立つ．

(6) (5)で，T ⊆ Aが推移的ならば ∀y ∈ T [mos(y) = y].

(7) M |= ZF− P +V = Lが推移的モデルならば，M = Lo(M)．ただし o(M) := M ∩ON．

集合論の言語の文 φ について，ZF ⊢ V = L → φ を示すためには，ZFC +V = L ⊢ φ を示せば十分で

ある．念のためこれを示す．もしも ZFC +V = L ⊢ φが示せたら，演繹定理より ZF +V = L ⊢ AC → φ

である．事実 3 (1) と演繹定理より ZF +V = L ⊢ AC．二式を合わせて ZF +V = L ⊢ φ．演繹定理より

ZF ⊢ V = L → φ．
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補題 4. ZF ⊢ V = L → ∀κ ⩾ ℵ0 (Lκ = Hκ).

Proof. 上述の注意より，ZFC +V = L ⊢ ∀κ ⩾ ℵ0 (Lκ = Hκ) を示せば十分である．κ = ℵ0 の場合は事実

3 (2)により明らか．以下で κ ⩾ ℵ1 の場合について示す．

Lκ ⊆ Hκ x ∈ Lκ とする．このとき，ある α (ω ⩽ α < κ)が存在して x ∈ Lα．補題 2 (4)(3)と Lα の推移

性により tcl(x) ⊆ tcl(Lα) = Lα．したがって，|tcl(x)| ⩽ |Lα| = |α| ⩽ α < κ *1．よって x ∈ Hκ．

Lκ ⊇ Hκ κが後続基数か極限基数かで場合分けする．

《κが後続基数の場合》 κ = λ+ とする．b ∈ Hλ+ を仮定して b ∈ Lλ+ を示す．T := trcl(b) = {b} ∪ tcl(b)

とする．b ∈ Hλ+ なので |tcl(b)| < λ+，よって |T | < λ+．よって*2|T | ⩽ λ．当然 T ∈ V であり，仮

定より V = L なので，T ∈ L．T の L-階数を ρ(T ) とする．ρ(T ) < θ, ℵ0 < θ, λ ⩽ θ なる正則基数

を勝手に取り固定する．T ∈ Lρ(T )+1 ⊆ Lθ より T ∈ Lθ．Lθ の推移性より T ⊆ Lθ．いま，事実 3 より

Lθ |= ZF− P +V = Lである．max{|T |,ℵ0} ⩽ ν ⩽ λ ⩽ θ(= |Lθ|)なる基数 ν を任意に取る*3．事実 3 (4)

において，κ = ν, B = Lθ = ⟨Lθ,∈⟩, S = T として，A ≺ Lθ, T ⊆ A, |A| = ν ⩽ λ なる A = ⟨A,∈⟩を得
る．Lθ |= ZF− P +V = Lだったので，A ≺ Lθ と合わせて A |= ZF− P +V = L．

さて，A |= 外延性公理 であり，更に，外側の基礎の公理より ∈ は A 上整礎なので，集合版モストフス

キ崩壊補題 (事実 3 (5)) により，⟨A,∈⟩ ∼= ⟨M,∈⟩ なる推移的モデルM = ⟨M,∈⟩ が存在する．事実 3 (6)

により ∀y ∈ T [mos(y) = y]．すると，特に b ∈ T なので mos(b) = b ∈ M．また ⟨A,∈⟩ ∼= ⟨M,∈⟩ より
M |= ZF− P +V = L．事実 3 (7)によりM = Lo(M)．よって |o(M)| ⩽ |Lo(M)| = |M | = |A| ⩽ λ < λ+．

よって o(M) < λ+．よって b ∈ M = Lo(M) ⊆ Lλ+．よって b ∈ Lλ+．

《κが極限基数の場合》 Lκ =
∪

λ<κ Lλ+ =
∪

λ<κ Hλ+ = Hκ によりよい．両端の等号は簡単な計算，中央の

等号は先に示した後続基数 λ+ に関する Lλ+ = Hλ+ による．

定理 5. ZF ⊢ V = L → GCH (≡ ∀λ ⩾ ω (2λ = λ+)).

Proof. λ ⩾ ω を任意の基数とする．λ+ ⩽ 2λ は明らか．逆を示すために，P(λ) ⊆ Lλ+ を示す．x ∈ P(λ)

を勝手に取る．x ⊆ λ で λ は推移的だから補題 2 (2) より tcl(x) ⊆ λ．よって |tcl(x)| ⩽ λ < λ+．よって

x ∈ Hλ+．補題 4より Hλ+ = Lλ+ なので x ∈ Lλ+．以上で P(λ) ⊆ Lλ+ が示された．両辺の濃度を計算し

て 2λ ⩽ |Lλ+ | = λ+．
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