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2019年 11月 24日追記：エゴサーチしていたら，5ちゃんねるのスレッド「現代数学の系譜 工学物理雑談古典ガロア
理論も読む 77」にこの文書が引用されているのを見つけました*1．この文書を大幅に更新した 2019年 9月 16日の翌日
に書き込みがなされていて少し気持ち悪いですが，ただの偶然でしょうか．このスレッドでのやりとり (というか口喧嘩)
の内容について特にコメントはしませんが，私はこのスレッドを含め「現代数学の系譜 工学物理雑談 古典ガロア理論も読
む」シリーズに書き込んだことは一切ありません．

　本稿では，集合論の推移的 ∈-モデルを作るにあたって重要な，モストフスキ崩壊補題について述べる．� �

� �

定義 1. R を，クラスA ̸= ∅上のクラス二項関係とする．すなわち，R ⊆ A×A とする．

(1) X ⊆ Aとする．y ∈ XがXにおけるR-極小元であるとは，y が ∀z ∈ X¬[zR y] を満たすこと

をいう．以降，混乱の無い場合は，単に極小元ともいう．

(2) RがA上整礎であるとは，Aの任意の非空部分集合がR-極小元をもつことである．

(3) a ∈ A に対し，クラス predA,R(a) = a ↓を {x ∈ A : xR a} で定める．pred の添え字が文脈か

ら明らかな場合，これを省略する．

(4) RがA上 set-likeであるとは，すべての a ∈ Aに対して predA,R(a) が集合となることである．

(5) RがA上外延的であるとは，∀x, y ∈ A(x↓= y↓→ x = y)を満たすことをいう．

次の定理の証明は，集合論ノート 0003を参照されたい．� �

� �

定理 2 (整礎クラス上の超限再帰法). クラス二項関係RがクラスA上整礎であり，かつ set-likeである

とする．さらに，論理式 ∀x, s ∃!y φ(x, s, y)が ZF−− P(:= ZF \ {基礎の公理，冪集合公理 })を含む公
理系 Γで証明可能であるとし，この y をG(x, s)で表すことにする．このとき，論理式 ψ(x, y)で，以下

が Γで証明可能であるようなものが存在する．

(i) ∀x ∃!y ψ(x, y)．つまり ψ はクラス函数を定める．この y を F(x)と書くことにする．

(ii) ∀a ∈ A [F(a) = G(a,F↾(a↓))]．ただし，a↓= predA,R(a) = {x ∈ A : xR a}．

さらに，このような F : V→ Vは，A,R, φ に対して一意的である．

*1 https://rio2016.5ch.net/test/read.cgi/math/1568026331 の >>261, >>289, >>339 など．
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この定理で φ(x, s, y) を “∀z [z ∈ y ↔ (z ∈
∪∪

s ∧ ∃w⟨w, z⟩ ∈ s)]” で定めると φ(x, s, y) は定理の前

件を満たし，G(x, s) とはまさに ran(s) (= {z ∈
∪∪

s : ∃w⟨w, z⟩ ∈ s}) に等しい．定理から一意に定ま
るクラス函数 F は，F(y) = G(y,F ↾ (y ↓)) = ran(F ↾ (y ↓)) = {F(x) : x ∈ y ↓} を満たす．まとめる
と，クラス A とその上の整礎かつ set-like な二項関係 R が与えられるごとに，任意の y ∈ V について

F(y) = {F(x) : x ∈ predA,R(y)}を満たすようなクラス函数 Fが一意に存在する．我々はこの Fの Aへの

制限*2を mosA,R と名付け，A,R に関するモストフスキ崩壊写像と呼ぶ．添え字 A,R が明らかなときは，

これを省略する．� �
� �
補題 3. クラス二項関係RがクラスA上整礎であり，かつ set-likeであるならば，mosA,R“Aは推移的

クラスである．

Proof. z ∈ mos“A を仮定して z ⊆ mos“A を示せばよい．z ∈ mos“A より，ある b ∈ A が存在して

z = mos(b)である．b↓⊆ Aに注意すれば，

z = mos(b) = {mos(x) : x ∈ b↓} ⊆ {mos(x) : x ∈ A} = mos“A. (1)

� �
� �補題 4. Aが推移的クラスならば，∈はA上外延的である．

Proof. x, y ∈ A について x ↓= y ↓ を仮定する．ここに，x ↓= {u ∈ A : u ∈ x} である．x = y を示すため

に，x ⊆ y ∧ y ⊆ xを示す．w ∈ xとする．w ∈ x ∈ AとAの推移性より w ∈ A．これと w ∈ xを合わせて
w ∈ x↓．仮定 x↓= y↓より w ∈ y↓．これより w ∈ y．w ∈ y → w ∈ xも同様に示せる．� �

� �
補題 5. クラス二項関係RがクラスA上整礎であり，かつ set-likeであると仮定する．このとき，

mosA,Rが単射 ⇐⇒ RはA上外延的． (2)

Proof. (⇒) 対偶を示す．R が A 上外延的でないこと，つまり ∃x, y ∈ A(x ↓= y ↓ ∧x ̸= y) を仮定する．

このような x, y をとる．このとき，

mosA,R(x) = {mosA,R(u) : u ∈ x↓} = {mosA,R(u) : u ∈ y↓} = mosA,R(y) (3)

となり，mosA,R は単射ではない．

(⇐) X := {a ∈ A : ∃y ∈ A[a ̸= y ∧mos(a) = mos(y)]} = ∅ を示せば十分である．背理法．仮に X ̸= ∅
であれば，整礎クラス上の超限帰納法 (集合論ノート 0003 参照) によって X の R-極小元 a ∈ X がとれる．

Xの定義より，b ∈ Aで b ̸= a ∧mos(b) = mos(a) なるものがとれる．a ̸= bと Rの外延性 (の対偶)より，

a↓≠ b↓．すなわち，∃x [(x ∈ a↓ ∧x /∈ b↓) ∨ (x ∈ b↓ ∧x /∈ a↓)]．そのような xを cとする．

Case 1. c ∈ a↓ ∧ c /∈ b↓とする．このとき c ∈ A∧ cR a，かつ ¬cR bである．c ∈ a↓とmos(a) = mos(b)

に注意すれば，

mos(c) ∈ mos(a) = mos(b) = {mos(z) : z ∈ b↓} = {mos(z) : z ∈ A ∧ zR b}. (4)

*2 今後の議論には関係ないが，たとえ y /∈ Aであっても等式 F(y) = {F(x) : x ∈ predA,R(y)}は満たされることに注意．y /∈ A

の場合 F(y) = {F(x) : x ∈ ∅} = ∅となり，エラーのデフォルト値を返している感じでちょっと気持ちが良い．
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したがって，ある d ∈ A, dR bが存在し，mos(c) = mos(d)．いま，¬cR bなので，c = dではあり得ない．

よって c ̸= d．よって d ∈ Aを証人として c ∈ X．一方 cの選び方より cR a．これは，aのXにおける R-

極小性に反する．

Case 2. c ∈ b↓ ∧ c /∈ a↓ とする．上と全く同様に矛盾が導ける．� �

� �

定理 6 (クラス版モストフスキ崩壊補題). クラス二項関係RがクラスA上整礎，外延的，かつ set-like

であると仮定する．このとき，

⟨A,R⟩ ∼= ⟨M,∈⟩

を満たす推移的クラスMがただ一つ存在し，さらにこの同型写像もただ一つしかない．

Proof. π := mosA,R, M := π“Aが所望の同型写像と推移的クラスであることを示す．全射性はMの定義

の仕方から明らか．単射性は前補題による．同型であること，つまり ∀x, y ∈ A [xR y ↔ π(x) ∈ π(y)] で

あることを示す．(→)は mosの定義より明らか．(←)：mos(x) ∈ mos(y)を仮定する．mos(x) ∈ mos(y) =

{mos(z) : z ∈ y ↓} = {mos(z) : z ∈ A ∧ zR y} = {u : ∃z (z ∈ A ∧ zR y ∧ u = mos(z))} なので，ある
z ∈ A, zR y が存在し，mos(x) = mos(z)．mosの単射性より x = z．これと zR y を合わせて xR y．推移

性は補題 3による．最後に一意性を示す．ρ : ⟨A,R⟩ ∼= ⟨N,∈⟩ なる推移的クラスNと同型写像 ρが与えられ

たとしてN = M, ρ = π であることを示せばよい．ρ = π を示す．まず，σ := ρ ◦ π−1 : ⟨M,∈⟩ ∼= ⟨N,∈⟩
と定め，∈-帰納法により，任意の x ∈Mに対して σ(x) = x · · · (∗) であることを示す．(⊆) : z ∈ σ(x)を任

意にとる．z ∈ σ(x) ∈ NとNの推移性より z ∈ Nである．σの全射性より，z = σ(w) となる w ∈Mが存

在する．σ(w)(= z) ∈ σ(x) なので，同型性より w ∈ xである．帰納法の仮定より σ(w) = w である．よっ

て z = σ(w) = w ∈ x となり，z ∈ x が示せた．(⊇) : z ∈ x とすれば，帰納法の仮定により σ(z) = z で

ある．また同型性より σ(z) ∈ σ(x)である．よって z = σ(z) ∈ σ(x)となりよい．以上で (∗)が示せた．し
たがって N = σ“M = M であり，任意の a ∈ A に対し ρ(a) = ρπ−1(π(a)) = σ(π(a)) = π(a) となり，

N = Mおよび ρ = π が示せた．� �
� �
系 7 (集合版モストフスキ崩壊補題). 二項関係 Rが集合 A上整礎かつ外延的であると仮定する．このと

き，⟨A,R⟩ ∼= ⟨M,∈⟩ を満たす推移的集合M がただ一つ存在する．

Proof. Set-like性を言えばよい．任意の a ∈ Aに対し predA,R(a) = {x ∈ A : xRa} ⊆ Aなのでよい．

次の系は，例えば強制法において ZFCの十分大きな部分を満たす可算推移モデルをとって云々する流儀に

おいて有用である．反映原理で ZFCのデカい部分のモデルをとり，レーヴェンハイム＝スコーレムでサイズ

を可算に落とし，モストフスキで潰して推移的にし，ラショーヴァ＝シコルスキの補題でジェネリックフィル

ターをとる，という流れは必殺技のコンボっぽくてカッコいい．� �
� �
系 8 (∈-モデルに関するモストフスキ崩壊補題). 基礎の公理を仮定する．⟨A,∈⟩ |= 外延性公理ならば，
同型 ⟨A,∈⟩ ∼= ⟨M,∈⟩を成り立たせる推移的集合M が唯一つ存在する．

Proof. 外側の基礎の公理より ∈は A上整礎である．⟨A,∈⟩ |= 外延性公理より ∈は A上外延的である．そ

のため集合版モストフスキ崩壊補題が適用可能である．
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次のような応用も考えられる：� �
� �
系 9. 任意の整列集合に対し，それと順序同型な順序数が一意に存在する．したがって整列集合 ⟨X,<⟩
の順序型 type(X,<)を，“⟨X,<⟩と順序同型な唯一の順序数” として定めることができる．

Proof. ⟨X,<⟩ を (狭義全順序 < による) 整列集合とする．整列順序が整礎なのは明らか (全順序においては

極小元と最小元の概念は一致する)．外延性の対偶，すなわち ∀a, b ∈ X(a ̸= b→ predX,<(a) ̸= predX,<(b))

を示す．a, b ∈ X を任意にとる．もし a ̸= b なら全順序性より a < b または b < a であるが，a < b なら

a /∈ predX,<(a)だが a ∈ predX,<(b)なので predX,<(a) ̸= predX,<(b)である．b < aの場合も同様．集合版

モストフスキ崩壊補題より，⟨X,<⟩ ∼= ⟨Y,∈⟩なるただ一つの推移的集合 Y が取れる．同型性より Y は ∈で
整列される．つまり Y は ∈で整列される推移的集合，すなわち順序数である．
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