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本稿で単に論理式といった場合，集合論の言語で書かれた論理式のみを指す．すなわち，用いられる非論理

的記号は 2変数関係記号 ∈のみである．また，論理的記号は変数記号と ¬,∧,∃,=のみであり，∨や ∀など
を用いた表記は単なる構文糖衣だと考える．また，以下では特に指摘しない限り公理系 ZFで議論する．� �

� �

定義 1. A = {x : α(x)}をクラスとする．(メタな) 論理式 φの Aへの相対化 φA とは，以下の帰納法

により定まる論理式のことである．

(a) φが x = y または x ∈ y の形のとき，φA は φ自身．

(b) φが ¬ψ または ψ ∧ ρの形のとき，φA はそれぞれ ¬ψA または ψA ∧ ρA．
(c) φが ∃xψ の形のとき，φA は ∃x(x ∈ A ∧ ψA)のこと．より正確には，∃x(α(x) ∧ ψA)のこと．� �

� �

定義 2. φ(x⃗)を x⃗以外に自由変数を持たない論理式とし，A,Bをクラスとする．

(1) A ⊆ Bとする．φがA,Bに対して絶対的であるとは，∀x⃗ ∈ A(φA(x⃗)↔ φB(x⃗))であることa．

このことをA ≼φ Bと書く．

(2) φが Aに対して絶対的であるとは，∀x⃗ ∈ A(φA(x⃗) ↔ φ(x⃗))であること．このことを A ≼φ V

と書く．

a 正確には，「∀x⃗ ∈ A(φA(x⃗) ↔ φB(x⃗)) であることが議論の土台となる公理系 (本稿の場合 ZF) で証明できる」というこ
と．今後，同様の注意を省略する．� �

� �
定義 3. 論理式のリスト Φ : φ0, φ1, . . . , φn−1 が部分論理式について閉じているとは，Φの任意の論理式

の任意の部分論理式がやはり Φに含まれていることである．
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補題 4 (クラス版 Tarski-Vaught条件). A,Bを∅ ̸= A ⊆ Bを満たすクラスとし，Φ : φ0, φ1, . . . , φn−1

は部分論理式について閉じた論理式のリストとする．このとき，以下は同値である．

(a)
∧
i<n(A ≼φi B).

(b) ∃xφj(x, y⃗)の形の任意の φi(y⃗)について，∀a⃗ ∈ A(φB
i (⃗a)→ ∃x ∈ AφB

j (x, a⃗))
a.

a φi(y⃗)はこれ以外に自由変数を含まないものとする．また，Φは部分論理式について閉じているので，φi が ∃x(· · · )の形の
とき，“· · · ”の部分は必ず Φに含まれており，したがって φj と書けることに注意．このような形の論理式を今後存在量化
式と呼ぶことにする．

Proof. (a)⇒(b): ∃xφj(x, y⃗)の形の φi(y⃗)を任意にとる．a⃗ ∈ Aを固定し，φB
i (⃗a)を仮定する．(a)より φi

は A,Bに対し絶対的なので φA
i (⃗a)である．すなわち ∃x ∈ AφA

j (x, a⃗) である．(a)より φj は A,Bに対し

絶対的なので ∃x ∈ AφB
j (x, a⃗)である．

(b)⇒(a): φi の構成に関する帰納法で A ≼φi B を示す．帰納法の仮定として φ が φi より短いときは常

に A ≼φ B であると仮定する．φi が原子論理式であるときは相対化の定義より明らかに A ≼φi
B*1．φi

が ¬φj のとき，帰納法の仮定より ∀x⃗ ∈ A(φA
j (x⃗) ↔ φB

j (x⃗)) なので ∀x⃗ ∈ A(¬φA
j (x⃗) ↔ ¬φB

j (x⃗))，つま

り A ≼φi
B．∧も同様．最後に φi が ∃xφj(x, y⃗)の形のときについて示す．a⃗ ∈ Aを固定する．このとき，

φA
i (⃗a) ↔ ∃x ∈ AφA

j (x, a⃗) ↔ ∃x ∈ AφB
j (x, a⃗) ↔ ∃x ∈ BφB

j (x, a⃗) ↔ φB
i (⃗a)．ただし，1 つ目と 4 つ目の

同値は相対化の定義，2つ目の同値は帰納法の仮定．3つ目の “→”は A ⊆ Bから明らか．“←”は (b)によ

る．� �

� �

定義 5. クラス Aが Aξ (ξ ∈ ON)による累積階層でできているとは，各 ξ ∈ ONごとに集合 Aξ が存

在して以下を満たすことをいう．

(1) ∀ξ, ζ(ξ < ζ → Aξ ⊆ Aζ).
(2) すべての極限順序数 η に対し Aη =

∪
ξ<η Aξ.

(3) A =
∪
ξ∈ONAξ.

(4) A ̸= ∅.� �

� �

定理 6 (反映原理). Ψ : ψ0, ψ1, . . . , ψm−1 を論理式のリストとし，クラスAが Aによる累積階層である

とする．このとき，

ZF ⊢ ∀ζ∃η > ζ

(
Aη ̸= ∅ ∧

∧
i<m

(Aη ≼ψi A) ∧ η limit

)
.

Proof. まず，Ψのすべての論理式のすべての部分論理式からなるリスト Φ : φ0, φ1, . . . , φn−1 を作っておく．

Φは明らかに部分論理式について閉じている．

Φに属する存在量化式 φi(y⃗)(= ∃xφj(x, y⃗))ごとに，クラス函数 Fi : A
ri → ONを次のように定める．た

*1 φi が x ∈ y だとすると，(x ∈ y)A も (x ∈ y)B も x ∈ y のこと．したがって明らかに ∀x, y ∈ A((x ∈ y)A ↔ (x ∈ y)B)，つ
まりA ≼φi B．等号の場合も同様．
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だし，φi(y⃗)に現れる自由変数は y⃗ = (y1, y2, . . . , yri)のみであるとする．

Fi(⃗a) =

{
min{ξ ∈ ON : ∃b ∈ Aξ[φA

j (b, a⃗)]} (φA
i (⃗a)のとき)

0 (otherwise)
*2

さらに，各 i < nに対し，クラス函数Gi : ON→ ONを

Gi(ξ) =

{
sup{Fi(a1, a2, . . . , ari) : a1, a2, . . . , ari ∈ Aξ} (φiが存在量化式のとき)

0 (otherwise)

で定める．各 Aξ は集合なので，置換公理により supをとる対象は集合であるから，この定義は正当である．

ζ ∈ ONを固定する．k ∈ ω 上の再帰によって，順序数の真の増加列 ⟨ηk⟩k∈ω を

η0 = min{ξ > ζ : Aξ ̸= ∅}, ηk+1 = max{ηk + 1,G0(ηk),G1(ηk), . . . ,Gn−1(ηk)}

で定め，η = supk∈ω ηk とする．この η が定理の条件を満たすことを示そう．まず，η の定め方より，η が ζ

より大きい極限順序数であることはよい*3．また，Aη ̸= ∅もよい*4．残りの Aη ≼ψi
Aについて，まず，ど

の i < nについても ∀α < η(Gi(α) < η)である*5ことに気を付けよう．その上で Φに属する任意の存在量化

式 φi(= ∃xφj(x, y⃗))に対し，

∀a1, a2, . . . , ari ∈ Aη[φA
i (⃗a)→ ∃b ∈ Aη(φA

j (b, a⃗))] (∗)

であることを示す．a1, a2, . . . , ari ∈ Aη を固定する．このとき η は極限順序数なので，ある α < η につい

て a1, a2, . . . , ari ∈ Aα となっている．φA
i (⃗a)を仮定する．Fi の定め方より，∃b ∈ AFi(a⃗)[φ

A
j (b, a⃗)]である．

Gi の定め方と上に述べた ∀α < η(Gi(α) < η) に気を付ければ，Fi(⃗a) ≤ Gi(α) < η なので AFi(a⃗) ⊆ Aη．

よって ∃b ∈ Aη[φA
j (b, a⃗)]である．よって (∗)が示された．このことと ∅ ̸= Aη ⊆ A，補題 4の (b)⇒(a)を

用いて
∧
i<n(Aη ≼φi A)．Ψは Φに含まれるので，

∧
i<m(Aη ≼ψi A)．� �

� �

系 7 (in ZFC). ZFC の十分大きい有限部分の可算推移的モデルが存在する．正確には，φ0, . . . , φn−1

を ZFCの公理のリストで外延性公理を含んでいるものとするとき，以下を成り立たせることができる：

ZFC ⊢ ∃M [ “⟨M,∈|M⟩ |= φ0 ∧ · · · ∧ φn−1” ∧ M は可算推移的]a.

a やや冗長だが，∈ を集合 A に制限した二項関係を ∈|A で表すことにする．すなわち ∈|A := {⟨x, y⟩ ∈ A×A : x ∈ y}.

*2 φA
i (a⃗) のとき，つまり ∃b ∈ AφA

j (b, a⃗) のとき，b ∈ A と A の定義より，ある順序数 ξ が存在し b ∈ Aξ であるから第 1 式の

{ξ ∈ ON : · · · }は空ではなく，この定義は正当である．
*3 ζ < η0 < η1 < η2 < · · · ≤ η なので ζ < η は明らか．仮に η = α + 1 だったとする．このとき，もしもある k ∈ ω について

ηk > αならば，η = α+ 1 ≤ ηk < ηk+1 なので η が ⟨ηk⟩k∈ω の上限であることに矛盾する．よってすべての k ∈ ω について
ηk ≤ αである．すなわち，αは η よりも真に小さい ⟨ηk⟩k∈ω の上界である．これは η が ⟨ηk⟩k∈ω の上界の中で最小のものであ
ることに矛盾する．

*4 η0 の取り方より Aη0 ̸= ∅であり，さらに η0 < η から Aη0 ⊆ Aη となるのでよい．
*5 i < nを固定する．まず，ξ < ξ′ → Gi(ξ) ≤ Gi(ξ

′)である．これは φi が存在量化式でないときはGi の定義により右辺がとも
に 0なので明らか．φi が存在量化式であるとき，ξ < ξ′ ならば Aξ ⊆ Aξ′ であり，Gi の定義式において supをとる集合が ξ よ
り ξ′ のほうが大きいので明らか．また，ξ < η ならば，十分大きな k ∈ ω に対し ξ < ηk とできる．もしそうでないなら，すべ
ての k ∈ ω に対し ηk ≤ ξ なので，ξ は η より小さい ⟨ηk⟩k∈ω の上界となってしまい，η の最小性に矛盾する．以上に気を付け
ると，α < η ならば，ある p ∈ ω について α < ηp であり，Gi(α) ≤ Gi(ηp) ≤ ηp+1 < η．ここで 2 番目の ≤ は列 ⟨ηk⟩k∈ω

の定義より．
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Proof. 文 ψ を φ0 ∧ · · · ∧ φn−1 で定める．基礎の公理より，クラスVはフォン・ノイマン階層 Vξ (ξ ∈ ON)

による累積階層でできている．定理 6 で ζ = 0 とし (もっとも ζ は何でもよい)，ZFC ⊢ (Vη ≼ψ V) な

る η ∈ ON が取れる．ところでこれは ZFC ⊢ (ψVη ↔ ψ) のことであり，集合モデルについては相対化

と集合論内部でコード化された論理式に対する充足関係は同値である (ことが ZFC で証明できる) ので，

ZFC ⊢ (“⟨Vη,∈|Vη⟩ |= ψ”↔ ψ)を得る．いま ψ は ZFCの公理の連言だから当然 ZFC ⊢ ψ であり，これら
を合わせて結局 ZFC ⊢ “⟨Vη,∈|Vη⟩ |= ψ”を得る．レーヴェンハイム＝スコーレムの定理より，⟨Vη,∈|Vη⟩の
可算無限な初等部分構造 ⟨N,∈|N⟩ |= ψ がとれる．系の仮定より ψ は外延性公理を含むため，N は外延性公

理を満たしている．外側で基礎の公理が仮定されているため ∈|N は整礎であり，∈|N が set-likeなのは当然

である．したがってモストフスキ崩壊補題が適用でき，推移的集合M で ⟨N,∈|N⟩ ∼= ⟨M,∈|M⟩ を満たすも
のが取れる．これが求めるものである．
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