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担当範囲，cut 除去定理と完全性定理とかいうクソ重要な定理の証明がなかったので，今日は後者をやり

ます．cut 除去誰かやっちくり～．また，Hilbert 流を対象とします．教科書は LK ですが，気にしたら負け

です．

記号は適当に使うので適当に読んでください．特に注意すべき略記として，“φ = φ(v0)”は．“φは変数記

号として v0 のみを持つ 1変数論理式である”という日本語の略記であり，“φ = φ(v0)”という文字列自体を

表しているのではありません．等号は結構濫用するので気を付けてください．また，メタな forallを ∀，対象

レベルの forallを ∀と書いて区別します．existsも同様です．とはいえ，メタな forallはしばしば省略したり

しています．そのへんも適当です．

以下の定理 0は証明しませんが，本質的に用いられます．

定理 0（Zornの補題） ⟨A;≤⟩を，(∗)を満たすような半順序集合とする：

(∗)Aの任意の全順序部分集合CがAに上界を持つ．つまり，∀C ⊆ A : 全順序 ∃b ∈ A ∀x ∈ C x ≤ b.

このとき，任意の a ∈ Aに対し Aの極大元 bであって a ≤ bとなるものが存在する． 2

以下は今日示される定理群のリストです．適宜参照してください．

定理 1（完全性定理たち） T ⊆ SentL, φ ∈ SentL とする．このとき (1)(2)が成り立つ．

(1) T は無矛盾である⇔ T はモデルを持つ．

(2) T |= φ⇔ T ⊢ φ. 2

今日のメインは (1)の (⇒)を示すことです．以下，系 19まで T ⊆ SentL が無矛盾であることを常に仮定し，

イチイチことわりません．

定義 2 (1) L0 = L.
(2) Li+1 = Li ∪ Ci. 但し Ci = {cφ : φ ∈ Fi}, Fi = {φ ∈ FmlLi : φ = φ(v0)}.
(3) C =

∪
i∈N Ci. 2

補題 3 φ = φ(v0) ∈ FmlL∪C ⇒ cφ ∈ C. 2

定義 4 (1) φ = φ(v0) ∈ FmlL∪C に対し φH = ∃v0φ(v0) → φ(cφ)と定める．

(2) H = {φH ∈ SentL∪C : φ = φ(v0) ∈ FmlL∪C}.
(3) T ∪H ⊆ SentL∪C を T の Henkin拡大という． 2

補題 5 U ⊆ SentL∪C を T ∪H の拡大とし，φ = φ(v0) ∈ FmlL∪C とする．このとき，

U ⊢ ∃v0φ(v0) ⇔ U ⊢ φ(cφ). 2

補題 6 φ = φ(v0), ψ ∈ FmlL とする．このとき，T + φH ⊢ ψ ⇒ T ⊢ ψ 2

補題 7 ψ ∈ FmlL とする．このとき，T ∪H ⊢ ψ ⇒ T ⊢ ψ 2



補題 8 LA ⊆ LB とし，TB ⊆ SentLB が TA ⊆ SentLA の保存的拡大であるとする．このとき，TA が無矛盾

ならば TB も無矛盾である． 2

補題 9 T ∪H は無矛盾である． 2

定理 10 T ∪H を部分集合として含むような極大無矛盾な理論 U ⊆ SentL∪C が存在する．ここで，U が極大

無矛盾であるとは，U 自身が無矛盾であり，かつ，U ⫋ V なる無矛盾な理論 V ⊆ SentL∪C が存在しないこと

をいう． 2

補題 11 任意の φ ∈ SentL∪C に対して，φ ∈ U か ¬φ ∈ U のどちらか一方のみが成り立つ． 2

補題 12 φ ∈ SentL とする．このとき，T ̸⊢ φならば T + ¬φは無矛盾である． 2

補題 13 φ = φ(x) ∈ FmlL∪C とする．このとき，∃xφ(x) ∈ U ⇒ ∃c ∈ C φ(c) ∈ U . 2

定義 14 L ∪ C 構造 A′ を A′ = ⟨A′, I⟩で定義する．ただし，

• A′ = ClTermL∪C/ ∼，ここで t ∼ u⇔ t = u ∈ U .

• c ∈ L ∪ C に対し，cA′
= [c] (= {d ∈ ClTermL∪C : d ∼ c}).

• f ∈ Lに対し，fA′
([t1], . . . , [tn]) = [t] ⇐⇒ f(t1, . . . , tn) = t ∈ U .

• R ∈ Lに対し，RA′
= {([t1], . . . , [tn]) ∈ A′n : R(t1, . . . , tn) ∈ U}. 2

補題 15 定義 14は well-defined. 2

補題 16 ∀t ∈ ClTermL∪C
∃c ∈ C [t] = [c].つまり，同値類の代表元は C の元から取ることができる． 2

補題 17 φ ∈ SentL∪C とする．このとき，φ ∈ U ⇔ A′ |= φ. 2

補題 18 A′ |= T . 2

系 19（強い形の完全性定理 (p.84,定理 2.10)） T はモデルを持つ． 2

ここまでで定理 1(1)の (⇒)が示された．以下では Lを言語，T ⊆ SentL とし，無矛盾性は特に仮定しない．

定理 20（完全性定理） φ ∈ SentL とする．このとき，T |= φ⇒ T ⊢ φ. 2

補題 21（健全性定理） φ ∈ SentL とする．このとき，T ⊢ φ⇒ T |= φ. 2

定理 22（強い形の健全性定理 (p.84,定理 2.9)） T がモデルを持つならば T は無矛盾である． 2

定理 23（コンパクト性定理 (p.85,定理 2.11)） T がモデルを持つことと，T の任意の有限部分集合がモデル

を持つことは同値である． 2
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